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Resumo

@ Andlise e controle de sistemas lineares usando métodos de otimizacdo
baseados em desigualdades matriciais lineares (em inglés, Linear Matrix
Inequalities — LMIs);

@ Problemas convexos;
@ Condicbes de Lyapunov para a estabilidade, normas /% e J%;

@ Determinagdo de um ganho estabilizante de realimentagdo de estados.

@ Exemplos de aplica¢des (Matlab);

R. C. L. F. Oliveira & P. L. D. Peres Tutorial LMIs



Introdugdo

Lyapunov (1)

@ Segundo o The MacTutor History of Mathematics archive,
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/ history/index.html, Aleksandr
Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) foi colega e contemporaneo de Andrei
Andreyevich Markov (1856-1922) na Universidade de S3o Petersburgo, tendo
ambos trabalhado com Pafnuti Lvovich Tchebychev (1821-1894). Lyapunov
apresentou a tese de doutorado The general problem of the stability of motion em
1892 a Universidade de Moscou.
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Trés momentos de Lyapunov.
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Introdugdo

Lyapunov (2)

@ O chamado teorema de Lyapunov, adaptado para o caso de sistemas lineares
continuos no tempo, poderia ser formulado diretamente em termos de LMls.

Teorema de Lyapunov

As trajetdrias de X = Ax convergem para a origem se e somente se existir uma
matriz simétrica definida positiva P tal que A’P+ PA < 0. Nesse caso, diz-se que
o sistema (ou simplesmente, a matriz A) é assintoticamente estdvel.
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Introdugdo

Condigoes LMIs para Estabilidade

@ As LMIs do teorema podem ser obtidas diretamente a partir da fungio
quadritica v(x) = x’Px impondo-se v(x) >0 e v(x) < 0 para todo x # 0 tal que
x = Ax.

@ Note que a desigualdade A’P + PA < 0 exige que a matriz simétrica A'P + PA
seja definida negativa, assim como P > 0 deve ser simétrica e definida positiva.
Uma matriz P = P’ € R"™*" é definida positiva se

xX'Px>0, VYx#0

o que implica que todos os autovalores (ou que todos os menores principais
lideres) de P devem ser positivos.

@ Assim, A'P + PA ¢é definida negativa se —(A'P + PA) > 0.
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Introdugdo

Exemplo — Condigoes LMIs para Estabilidade (1)

@ Por exemplo, considere o sistema linear

%= Loz 53} x (1)

e a matriz de Lyapunov simétrica

P:{m Pz}
P2 p3

a determinar. As LMIs do Teorema de Lyapunov, P >0 e A'P+ PA <0 podem
ser escritas em termos das incégnitas do problema, p1, p> e p3, ou seja, o sistema
é assintoticamentes estavel se e somente se existirem p1, p e p3 reais tais que

p1 P2 1 0 0 1 0 0
{Pz p3]>0 = {0 o}pl—k{l O]pz—k{o 1p3>0

—4p> p1—3p2 — 2P3}
AP+ PA= <0
[m —3p2—2p3 2p2 —6p3

01 -4 -3 0 -2
— L 0}p1+{73 2};)24{72 76]p3<0
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Introdugdo

Exemplo — Condig¢oes LMIs para Estabilidade (2)

@ As restricbes podem ser colocadas em termos dos menores principais lideres de
P e de —(A'P+ PA), resultando em

p1 >0, p3>0, pip3—p3 >0, 4py >0, 6p3 —2p> >0,
(4p2)(6p3 —2p2) — (3p2+2p3 —p1)> >0 (2)

@ A Figura a seguir ilustra graficamente estas restri¢es, que delimitam uma
regido convexa e ilimitada. Os contornos em vermelho indicam que a regido é
ilimitada nessas diregdes.
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Introdugdo

Exemplo — Condigoes LMIs para Estabilidade (3)

Figura: Regido de factibilidade associada as restri¢cdes (2).
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Introdugdo

Exemplo — Condigoes LMIs para Estabilidade (4)

@ Note que as LMIs associadas ao Teorema de Lyapunov podem ser resolvidas
explicitamente. Para isso, escolhe-se uma matriz simétrica definida positiva Q
arbitrdria e resolve-se a equac3o linear (por exemplo, com o comando
P=lyap(A’,eye(2)) do Matlab)

AP+PA+Q=0

A solucdo P é definida positiva se e somente se o sistema for estdvel. No exemplo
acima, escolhendo @ =1, tem-se a solu¢io

1[5 1
P‘Z[l 1}
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Introdugdo

Minha primeira LMI

Equacdo de Lyapunov

A solu¢do da equagdo de Lyapunov pode também ser obtida por meio de um
procedimento de otimizag3o envolvendo LMIs. Definindo Tr(P) como o trago da
matriz P (isto é, a soma dos elementos da diagonal principal de P), dadas as
matrizes A e Q = Q' > 0, resolva

mPin Tr(P) 3)

P >0, AP+PA+Q<0 (4)
ot

@ A minimizagdo do trago leva a solu¢do para o mais préximo possivel da
igualdade (dentro da precisdo numérica do resolvedor de LMIs). Uma solugdo
definida positiva P existe sempre que A for assintoticamente estdvel. Note que
Tr(P) é uma funcio linear dos elementos da matriz P e, portanto, o problema é
convexo (minimiza¢do de uma fung3o objetivo linear com restricdes que definem
um conjunto convexo).

=
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Introdugdo

Historico (1)

@ Aplicagdes relacionadas com o método de Lyapunov (Lur’e, Postnikov) em
estabilidade de um sistema de controle com n3o-linearidades no atuador (1940's);
Lema de positividade real (Yakubovich, Popov, Kalman), relagdo com
passividade, teorema do ganho pequeno, critério linear quadratico, solugdo por
meio de equag¢des algébricas de Riccati, 1960's; e outros mais, principalmente na
antiga Unido Soviética.

@ A primeira meng¢&o explicita de uma LMI é atribuida a J. C. Willems (1971),
em um artigo que apresenta a LMI abaixo

AP+PA+Q PB+C

B'P+C R |20

que pode ser resolvida (P é a varidvel, e as matrizes A, B, C, Q e R sdo
conhecidas) estudando-se as solu¢des simétricas da equacg3o algébrica de Riccati

AP+PA—(PB+C )R YBP+C)+Q=0

R. C. L. F. Oliveira & P. L. D. Peres Tutorial LMIs



Introdugdo

Historico (2)

@ Embora existam diversas LMIs que podem ser resolvidas a partir de equagdes,
nem sempre € este o caso.

@ Por exemplo, dadas as matrizes A; e Ay, encontrar P tal que
P>0, AP +PA; <0, ALP + PA, <0

é um problema que n3o possui solu¢do explicita. No entanto, trata-se de um
problema convexo, que pode ser resolvido numericamente de maneira simples,
com convergéncia garantida.
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Introdugdo

Histoérico (3)

Comentarios

@ Problemas descritos por LMIs s3o problemas convexos de otimizagao;

@ Se um problema pode ser convertido em LMlIs, considera-se que o problema
estd resolvido;

@ Existem algoritmos com convergéncia global para a resolug¢do de problemas
de otimizagdo descritos por LMIs: elipséide, projecdo, planos de corte,
método dos pontos interiores, desenvolvidos principalmente nos anos 1980'’s;

@ O método dos pontos interiores possui complexidade polinomial, ou seja, a
complexidade aumenta proporcionalmente ao niimero de varidveis e de
linhas de LMIs elevados a uma certa poténcia;

@ Existem pacotes computacionais especializados (chamados genericamente
de programacio semi-definida) para a resolugio de LMls;

@ Existem interpretadores (ou parsers) para a formulagdo de problemas em
termos de LMls;

@ Embora computadores e algoritmos estejam em constante evolug3do, os
resolvedores atuais est3o limitados a tratar problemas com no maximo
alguns milhares de varidveis e de linhas de LMls.
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Introdugdo

Histérico (4)

Comentdrios (cont.)

@ Nos dltimos 30 anos, intimeros problemas de andlise de estabilidade de
sistemas dindmicos e de projetos de controladores e de filtros foram
colocados na forma de LMls;

@ Em particular, as LMIs foram bastante utilizadas em sistemas com
incertezas paramétricas, proporcionando métodos de andlise de estabilidade,
controle e filtragem robustos, e também no tratamento de modelos com
saturagdes, ndo-linearidades, no projeto de controladores e filtros
escalonados gain-scheduling, etc.;

@ Recomenda-se vivamente a leitura do livro Linear Matrix Inequalities in
System and Control Theory, Boyd et al. (1994), e do Capitulo 7 da
Enciclopédia de Automatica, Controle & Automacdo, Vol. 1, Desigualdades
matriciais lineares em controle.
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Preliminares

Preliminares (1)

A manipulagdo de LMIs utiliza algumas ferramentas basicas envolvendo matrizes,
que podem ser encontradas em diversos livros e artigos.

Congruéncia

Transformagdes de congruéncia sdo definidas em termos de matrizes quadradas
n3o singulares. Duas matrizes simétricas @, R € R"*" s3o congruentes se existir
T € R™" n3o singular tal que @ = T'RT.

@ Se Q e R s3o congruentes, entdo @ > 0 se e somente se R > 0. De fato, R >0
implica x’Rx > 0, Vx # 0. Definindo y = T~1x, tem-se
XRx=y'T'"RTy=y'Qy >0,Vy#0= Q >0.

@ Note que para R=R' e R™" e T € R™™, T'RT € R™* ™, Neste caso,
R >0 implica T'"RT >0, e R>0, rank(T) = m implica T'"RT > 0, pois
rank(T'RT) =rank(T) e, se rank(T) = m, n3o existe x # 0 tal que Tx =0.
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Preliminares

Preliminares (2)

@ Note ainda que para R=R' e R™" e T € R™™, T'RT > 0 n3o implica em
R > 0. Por exemplo,

T'RT=[1 0] B _OJ H =1>0, {(1) _01} #0

@ Transformagdes de congruéncia podem ser usadas juntamente com mudangas
de varidveis para converter desigualdades matriciais ndo convexas em LMIs. Uma
classe particular de transformacdes de congruéncia, formada por blocos de zeros e
de matrizes identidades, permite realizar opera¢des de troca de bloco de linhas
por bloco de colunas. Por exemplo, considerando todos os blocos quadrados de
mesma dimens3o, tem-se

0 0 I|]|[A B C||0 0 I F E
o I of|B D E||0 T 0o|=|E D B
I o 0o/|C E' F||TI 0 O c B A

que realiza a troca dos blocos das linhas e colunas 1 pelos blocos das linhas e
colunas 3.
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Preliminares

Preliminares (3)

Complemento de Schur

Considere a matriz quadrada simétrica X particionada da forma
A B
=5 ¢
O complemento de Schur pode ser usado na caracterizacido da positividade de X,
com as seguintes propriedades:
@ X>0seesomentese A>0e C—B'A1B>0;
@ X >0seesomentese C>0e A—BC 1B >0;
@ Se A>0, X >0 seesomentese C—B'A1B>0;
@ Se C>0, X >0 se e somente se A— BC"1B' > 0.
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Preliminares

Preliminares (4)

@ De fato, utilizando a fatoracdo abaixo e as propriedades da transformagao de
congruéncia, se A1 existe, tem-se

x_[A B]_[ T o] [A 0 I AlB
—|B c|” |BAl 1I||lo0 Cc-BAlB||0 I

———— ————
T T
Como T é uma matriz ndo singular
A B >0 < A 0 >0
B C| |0 C—B'A"lB|

@ Analogamente, se C~1 existe,
{A B} T BC‘l} [A—-BC~'B' 0] { I o}
X = c

B Cc] o I 0 cllctB 1
e, portanto, } _ ,
A Bl A-BC7lB" 0 >0
B (] ] 0 C

A matriz C— B’A~1B é chamada de complemento de Schur de X em relacio a A
(se det(A) #0), e, se det(C) #0, A—BC 1B’ é o complemento de Schur de X
em relagdo a C. Manipulagbes envolvendo o complemento de Schur permitem
transformar desigualdades matriciais que descrevem regides convexas em LMls.
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Preliminares

Preliminares (5)

@ O lema de Finsler apresentado a seguir e sua demonstracdo podem ser
encontrados em de Oliveira & Skelton (2001).

Lema de Finsler

Considere w € R", 2 € R™" e € R™ " com rank (%) < n e % uma base
para o espac¢o nulo de £ (isto é, BRL = 0). Entdo, as seguintes condigdes sdo
equivalentes.

) w2w<0,Vw#0 : Bw=0

i) B 281 <0

i) IHER : 2—UB' B <0

iv) 3% eR™M . 2+ X B+ B X' <0

@ O Lema de Finsler pode ser utilizado para expressar condi¢cdes de estabilidade
(como as condi¢des de Lyapunov) em termos de desigualdades matriciais
equivalentes, introduzindo ou eliminando varidveis.
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Anilise

Estabilidade (1)

Estabilidade Assintética

O sistema linear continuo no tempo descrito por x = Ax, com A€ R™" &
assintoticamente estdvel se qualquer uma das condi¢des abaixo for verificada:
o tlim x — 0, para condicdo inicial x(0) arbitraria
—00

@ max Re{A;j(A)}<0,i=1,...,n
1

Fung3o de Lyapunov

A estabilidade de x = Ax (ou simplesmente a estabilidade de A) pode ser também
investigada por meio de uma func¢io de Lyapunov v(x). Para que o sistema seja
assintoticamente estavel, duas condicdes devem ser verificadas:

@ v(x) >0, Vx #0;
@ v(x)<0,Vx#0 solugdo de x = Ax
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Anilise

Estabilidade (2)

® O Teorema de Lyapunov pode ser estabelecido a partir da escolha da fun¢3o de
Lyapunov quadrética v(x) = x'Px, pois v(x) >0, Vx # 0 implica P >0 e
v(x) <0, Vx #0 tal que x = Ax

0> X Px+xPxk=xAPx+xPAx=x'(AP+PA)x <<= AP+PA<O
Note que, por congruéncia,
AP+PA<0 <= P YHAP+PAP =P IA+AP <0
e, portanto, A é assintoticamente estavel se e somente se existir W = W’ tal que

W >0, AW+ WA <0

Condic3o idéntica pode ser obtida analisando-se a estabilidade de A’, que possui
0s mesmos autovalores que A.
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Anilise

Estabilidade (3)

Utilizando-se o Lema de Finsler, com as escolhas

W:[ﬂ L #=[A -] ,%L:m 732{2 ﬂ

as equivaléncias i) < ii) < iv) ficam assim: Existe P = P’ > 0 tal que

KH,% ﬂ {ﬂ<0\7x,5<7é0 A -1 mzo

se e somente se existir P = P’ > 0 tal que

1S 2|[a] - e raco

ou, ainda, se e somente se existirem .2 € R2"*" ¢ P = P’ > 0 tais que

Al

L?, g]Jr%[A —I]+{_J 2'<0
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Anilise

Estabilidade (4)

Particionando a matriz 2" como

7=l

com X3 € R™" Xp € R™", pode-se formular o seguinte teorema a partir dessa
ultima condig3o.

Teorema (Finsler)

A matriz A€ R"™" ¢ assintoticamente estdvel se e somente se existirem matrizes
X1 € R™" X, € R™"™ e uma matriz simétrica definida positiva P € R"*" tais
que

X1A+A’X{ P—X1+A’X£

PiXoA-X, XX, | <0
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Anilise

Estabilidade (5)

Comentarios

@ A condi¢do do Teorema anterior pode ser usada para verificar a estabilidade
assintética de um sistema linear, mas requer a determinagao de um nidmero
maior de varidveis e o dobro de linhas de LMIs;

@ Note que a matriz P aparece isolada em um bloco da LMI e que s3o as
matrizes X1 e Xz (também chamadas multiplicadores ou varidveis de folga)
que aparecem em termos envolvendo o produto com a matriz dinamica A;

@ Essa propriedade é fundamental na extensido da condi¢do para tratar
sistemas incertos.
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Anilise

Norma % (1)

@ Considere o sistema linear invariante no tempo

x = Ax+ Bw (5)
y=C (6)

com w € R™ representanto uma entrada exdégena e y € RP a saida medida. Note
que, para que a norma % seja finita, ndo existe o termo de transmissdo direta de
w para a saida y.

A matriz de transferéncia de w para y é dada por
H(s)= C(sI-A)" !B

e a norma % é definida como
s 1 [t C Nkag 1 gt .
IH(s)|3 = ET/% Tr(H(jw)* H(jw))dw = 51/,00 ZU;(H(Jw))dw

sendo 0;(H(jw)) os valores singulares e H(jw)* o conjugado transposto de
H(jw).
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Anilise

Norma % (2)

@ Equivalentemente, pelo teorema de Parseval,

00

IH(s)[3 = %T/:owTr(H(jw)*H(jw))dw:/: Tr(h(t)*h(t))dt

A norma % de um sistema precisamente conhecido pode ser computada pela
funcdo h2norm (para sistemas definidos com 1tisys) ou norm(sist,2) (para
sistemas definidos com ss ou tf) no Matlab.

Em sistemas monovaridveis, a norma % ao quadrado corresponde a integral do
quadrado da resposta impulsiva, isto é, para h(t) real e causal (isto é, h(t) =0
para t < 0)

IH)IE= [ e2ar
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Anilise

Norma 74 (3)

@ A norma %% também pode ser computada no espago das varidveis de estados.
A resposta ao impulso do sistema (5)-(6) é dada por

h(t) = 2 H{H(s)} = { o SPAE E=0

Como o sistema é estavel, a norma 5% de H(s) é dada por

|H(s)|13 = /0+°° Tr(h(t) h(t))dt = /(;JrooTr(h(t)h(t)/)dt
- /0 (B exp(A't) C' Cexp(At) B) dt — /0 T T (Cexp(At)BB exp(A')C') dt

Os gramianos de controlabilidade de (A, B) e de observabilidade de (A, C) sdo
respectivamente dados por

oo o0
Le= / exp(At)BB exp(A't)dt |, L, :/ exp(A't) C' Cexp(At)dt
JO 0

ALc+LA+BB =0 , Al,+L,A+C'C=0

e, portanto, tem-se

IH(s)[13 = Tr(B'LoB) = Tr(CL:C')
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Anilise

Norma % (4)

@ A norma % pode ser computada pelo procedimento convexo de otimizacio

min Tr(B'PB) = Tr(BB'P)
P=P >0

sujeito a
AP+PA+C'C<0

ou, de maneira equivalente,

min Tr(CWC') = Tr(C'CW)
W=Ww'>0

sujeito a
AW + WA 4+ BB’ <0

Na solugdo 6tima, tem-se

|H(s)||3 = Tr(B'PB) = Tr(CWC")
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Anilise

Norma 4 (5)

Note que Tr(AB) = Tr(BA), para A e B matrizes de dimensdes apropriadas.

Observe também que as LMIs do problema de otimizagdo podem ser obtidas
diretamente da escolha da fung¢do de Lyapunov v(x) = x’Px e da restrigdo
v+y'y <0 para o sistema (A, B, C) de (5)-(6) (gramiano de controlabilidade) ou
para o seu dual (A, C’,B’) (gramiano de observabilidade).

sssHi—-—i i,
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Anilise

Norma .74, (1)
@ Considere o sistema linear invariante no tempo

x = Ax+ Bw (7)
y = Cx+ Dw (8)

com w € R™ representando uma entrada exdgena e y € RP a saida medida. A
matriz de transferéncia de w para y é dada por

H(s)= C(sI—A)"'B+D
e a norma %, € definida como

1H($)ller = max Omax (H(j))

Em sistemas SISO, a norma %, corresponde ao maximo do diagrama de
magnitude de Bode. Para sistemas MIMO, a norma %, é o maximo valor
atingido pelo diagrama de valores singulares (funcdo sigma no Matlab).

A Figura a seguir mostra um diagrama de valores singulares para um sistema com
H(s) estével, 3 entradas e 4 saidas (isto é, 3 valores singulares). A norma %, de
um sistema conhecido pode ser computada pela fungdo hinfnorm(ltisys) ou
norm(ss,inf) no Matlab.
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Anilise

Norma 7%, (2)

N

10° 10"

10" 10

freq (rad/s)

Figura: Diagrama de valores singulares e norma J7%.
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Anilise

Norma 7%, (3)

@ A norma %, pode ser também calculada a partir da definicdo de ganho .%5%.
Considerando que w é um sinal de energia, ou seja,

/Ow WD) w()dT <+ = weL
a norma %, é caracterizada pelo menor valor de Yy tal que
Iyl <vilwlz , we
De maneira similar, estabelece-se a seguinte equivaléncia
[H$)le <y < Yy<yww , we#

Assim, para um sistema estavel, a norma J%, pode ser caracterizada pela fungdo
de Lyapunov v(x) = x'Px, P =P’ >0, impondo-se

vty'y—yPw'w <0
Levando em conta as equagdes do sistema, tem-se

x]' [AP+PA+C'C PB+C'D][x ~0
w B'P+D'C D'D—yI| |w
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Anilise

Norma .74, (4)

O resultado da pagina anterior é conhecido na literatura como “Bounded real
lemma”, que pode ser assim enunciado:

Bounded real lemma

A ¢é assintoticamente estavel e ||H||» < ¥ se e somente se existir uma matriz
simétrica definida positiva P € R"*" tal que

AP+PA+C'C PB+C'D 0
B'P+D'C D'D— 1

@ Resultados equivalentes podem ser obtidos, por exemplo usando complemento
de Schur,

AP+PA PB) [C
AP+PA PB (
= B'P —y’I D'| <0
C D -1

AP+PA+C'C PB+CD
BP+D'C D'D —y?1
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Anilise

Norma 7%, (5)

@ Ou, ainda, se e somente se existir P = (y 2P) = (y "2P)’ > 0 tal que

AP+PA PB (
diag(y 'Ly 'Lyl) | B'P —y*T D'|diag(y 'Ly 'Iyl)=
C D —1]
A(y2P)+(y2P)A (v?P)B C
B'(y2P) -1 D | <o
C D -y

Ou ainda por qualquer outra LMI obtida por transformag¢bes de congruéncia.
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Anilise

Norma .74, (6)

A norma %, pode ser computada por meio de um procedimento convexo de
otimizac3o. Defina it = y2 e resolva

min u
P=P >0
sujeito a
AP+PA+C'C PB+C'D 0
B'P4+D'C D'D — ul

ou, como ||H(s)||e = ||[H(s)'||«, a partir do problema de otimizag¢do (dual)

min
W=w >0
sujeito a
AW + WA+ BB" WC'+ BD'
CW+ DB DD’ — ul

e AHFFH L

| <o
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Sintese

Realimentacao de estados (1)

@ Considere o sistema linear
% = Ax+ Bu , x€eR", ueR™

O problema de estabilizagdo pode ser assim formulado:

Determine uma matriz K € R™*" tal que a lei de controle linear

u= Kx

estabilize assintoticamente o sistema em malha fechada

X = (A+ BK)x

Para sistemas precisamente conhecidos, ganhos de realimentagdo de estados que
estabilizam o sistema podem ser calculados por procedimentos de alocacao de
autovalores, impondo que todos tenham parte real negativa.
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Sintese

Realimentagao de estados (2)

@ No contexto de LMIs, para a determinagdo de um ganho K que estabilize o
sistema, os passos s3o: escrever as condicOes de estabilidade para o sistema em
malha fechada; aplicar transformagdes de congruéncia, equivaléncias e mudancas
de variaveis que linearizem o problema, transformando-o em LMiIs. As vezes, uma
pitada de complemento de Schur é necessaria.

O sistema em malha fechada (A+ BK) é estavel se e somente se existir uma
matriz de Lyapunov P = P/ > 0 tal que

(A+BK)P+P(A+BK) <0
Por congruéncia, tem-se
P ((A+BK)P+P(A+BK))P =P A+ AP+ PIK'B' + BKP~1 <0
e, com a mudanca de varidveis W = P~1, Z = KW chega-se 3 LMI
AW+ WA +BZ+7Z'B' <0

A condi¢do de sintese de um ganho de realimentacdo de estados em termos de
LMIs pode ser formulada como um teorema.
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Sintese

Realimentacao de estados (3)

Teorema de estabilizagdo

Existe K tal que (A+ BK) é estdvel se e somente se existirem W € R"™*" e
Z € R™*" tais que

W>0 , AWH+WA +BZ+7Z'B' <0

No caso afirmativo, o ganho é dado por K = ZW L.

Com W >0 e Z dados, a LMI acima pode ser reescrita

(A+BZW YW+ W(A+BZW™ 1Y <0 <= (A+BK)W+W(A+BK) <0
= W YH(A+BK)W+W(A+BK))W <0
— (A+BK)P+P(A+BK)<0 , P=W1 K=zw!
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Sintese

Realimentagao de estados (4)

Comentarios

@ Com o Teorema anterior, a busca conjunta do ganho K estabilizante e da
matriz P de Lyapunov foi transformada em um problema convexo;

@ Esse resultado, formulado como um teste de factibilidade de LMls e
publicado em Bernussou et al. (1989), abriu caminho para que inimeros
problemas de controle e de filtragem para sistemas dindmicos pudessem ser
convertidos em problemas convexos.
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Sintese

Controle % (1)

@ A realimentagdo de estados pode, além de estabilizar, minimizar a norma %
do sistema em malha fechada. Considere o sistema linear invariante no tempo

%= Ax+ Bou+ Biw (9)
y = Cx+ Du (10)

O problema de controle étimo 7% pode ser assim formulado:

Problema

Determine K € R™*" tal que
u= Kx

estabilize assintoticamente e minimize a norma .74 do sistema em malha fechada

x=(A+B:K)x+Biw
y =(C+DK)x

A func3o de transferéncia em malha fechada é dada por

H(s) = (C+DK)(sI— (A+ BK)) "By
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Sintese

Controle 7% (2)

@ Nos anos 1960, esse problema ficou conhecido como o do regulador linear
quadratico. Definindo o critério

J= muin /0+°°ny dt = /0+oo (X/C/CX+X/C/DU+ u'D/Du)dt
tem-se que o ganho étimo é dado por
K=—(D'D)"Y(B5P+D'C)
sendo P = P’ > 0 a solucdo da equacio algébrica de Riccati
AP+ PA—(PBy+ C'D)(D'D) " Y(B4P+D'C)+C'C=0

O valor étimo do critério é dado por J* = x(0)' Px(0), que se iguala ao minimo
valor da norma 7% ao quadrado sempre que x(0)x(0)' = By B;.
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Sintese

Controle J# (3)

@ De fato, em malha fechada tem-se
Af=A—By(D'D) Y (B4P+D'C) , Cr=C—D(D'D) }(ByP+D'C)
e a equacdo de Riccati pode ser reescrita como

A¢P+PAr+CiCr=0

Comparando com o gramiano de observabilidade, tem-se que a norma /% é dada
por

IH(s)[13 = Tr(B1PB1)

No Matlab, a solu¢ao da equagdo de Riccati P e o ganho étimo K podem ser
obtidos com o comando 1qr.
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Sintese

Controle 77 (4)

@ Uma solucdo na forma de LMIs pode ser obtida escrevendo-se as condicdes de
computo de norma 7% para o sistema em malha fechada, aplicando
transformagbes de congruéncia e mudancgas convenientes de variaveis.

Considere o problema

min Tr(B{PB1)
K.,P=P >0

(A+ByK) P+ P(A+ ByK)+(C+DK)(C+DK) <0

Usando congruéncia e complemento de Schur, a restricdo pode ser reescrita

P~ 0] [(A+B2K)YP+P(A+ByK) (C+DK)T[Pt 0 .
0 I (C+DK) -1 0 I
ou ainda
AW+ WA +ByZ+2'B, WC'+2Z'D' T
{ CW + D7 O <0, W=pP' Z=KpP
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Sintese

Controle J# (5)

@ O critério pode ser formulado como min Tr(X) sujeito a

X BlP
[PBl P } >0

ou, equivalentemente,

I ol[x BP|[I o X B, -
{o P*l} {PBl PHO P*1}>O = {Bl w| >0, W=PF

R. C. L. F. Oliveira & P. L. D. Peres Tutorial LMIs



Sintese

Controle 77 (6)

@ O resultado, na forma de teorema, fica assim.

Teorema Controle .75

O sistema (9)-(10) é estabilizavel por realimentacdo de estados se e somente se
existir uma solugdo para o problema convexo de otimizagdo

min Tr(X)
X=X,ZW=W>0

/ !/ 1 R/ ! 1 N/
[X Bl}>0 7 {AW+BQZ+WA+ZBZ we'+ 207

B W CW+DZ I

Na solucio étima K = ZW~1 & tal que a funcio em transferéncia em malha
fechada satisfaz ||H(s)||3 = Tr(X).

@ Note que a condigdo de estabilizabilidade aparece como um dos blocos na
diagonal das LMls.
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Sintese

Controle % (7)

De maneira equivalente, partindo-se do problema dual

min Tr((C+ DK)W(C + DK)')
KW =W >0

(A+ B K)W + W(A+ BaK) + B1By <0

tem-se o seguinte resultado.

Teorema Controle .75 (dual)

O sistema (9)-(10) é estabilizavel por realimentacdo de estados se e somente se
existir uma solugdo para o problema convexo de otimizagao

min Tr(X)
X=X,ZW=W >0
X cw+DZ] _ o AW + By Z+ WA +Z'By By -6
Wc’'+2'D’ w ' B; -1

Na solucio étima K = ZW ! & tal que a func3o em transferéncia em malha
fechada satisfaz ||H(s)||3 = Tr(X).
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Sintese

Controle 7% (8)

Comentarios

@ Para sistemas precisamente conhecidos, as estratégias primal e dual
fornecem os mesmos resultados para computo de ganho estabilizante e
norma J4%;

@ Diferengas podem ocorrer nas extensdes para custo garantido (isto é,
quando o sistema for incerto).
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Sintese

Controle 7%, (1)

@ O controle étimo 7, busca a realimentacdo de estados que minimiza a norma
% do sistema em malha fechada. Considere o sistema linear

X =Ax+ Byu+Biw (11)
y = Cx+ Du (12)

O problema pode ser formulado assim.

Problema

Determine K € R™*" tal que
u= Kx

estabilize assintoticamente e minimize a norma J%, do sistema em malha
fechada. Em malha fechada, o sistema é dado por

X =(A+BK)x+ Biw
y =(C+DK)x

e a fungdo de transferéncia por

H(s) = (C+DK)(sI— (A+ B,K)) 'B1
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Sintese

Controle 7%, (2)
@ O problema de controle étimo 7%, pode ser resolvido por meio da solugdo
iterativa de equac¢des de Riccati (comando care no Matlab).

Em malha fechada, definindo A = A+ ByK e Cr = C+ DK, tem-se que
|H(s)|lo < Y se e somente se existir P = P’ > 0 tal que

A;P-l-PAf-i-C;Cf PB; <0
BjP -1

ou, por complemento de Schur,

ALP+ PA¢ + CCr+ VP PB1BLP <0

A solugdo P = P’ > 0 pode ser obtida da equacio modificada de Riccati
A'P+PA+C' C+y 2PB1BiP—(PBy+ C'D)(D'D) " Y(B,P+D'C)=0
e K=—(D'D)"Y(ByP+D'C) garante ||H(s)||w < V.

Para obter o ganho 6timo, é preciso reduzir iterativamente y até o minimo valor
que admita uma solucdo da equac3o de Riccati definida positiva P = P’ > 0.
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Sintese

Controle 7%, (3)

A solugdo por meio de LMIs é dada no teorema a seguir.

Controle 7,

O sistema (11)-(12) é estabilizdvel por realimentacdo de estados se e somente se
existir uma solugdo para o problema convexo de otimizacdo

min
ZW=W>0
AW+ WA +B,Z+Z'Bf, WC'+Z'D' B
CW+DZ -1 0 [ <O
B; 0 —uI

Na soluco étima K = ZW ! & tal que a funco em transferéncia em malha
fechada satisfaz ||H(s)||2 = .

o

Note que, assim como no caso .73, o bloco (1,1) da LMI reproduz a condi¢do de
estabilizabilidade. Note ainda que, na solugdo étima, a matriz W pode tender a
singularidade, implicando na necessidade de ganhos elevados.

Eeme
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Sistemas incertos

Estabilidade de sistemas incertos (1)

@ Modelos de sistemas lineares podem também considerar a presenca de
incertezas paramétricas de diversas maneiras. Uma representacao bastante
utilizada é a politdpica, ou seja, o sistema linear é dado por

x=A(a)x+ Bx(a)u+ Bi(a)w (13)
y=C(a)x+D(a)u (14)
e as matrizes incertas (A(a), Bx(a), Bi(a), C(a),D(a)) pertencem a um dominio

politépico descrito como a combinacdo convexa de vértices conhecidos. Em

outras palavras,
(A(a),Bx(a),Bi(a),C(a),D(a)) € 2

N
9= {(A(O‘L32(0)731(0)»C(0)7D(U)) =5 ai(A;, B, B11, G, D;) ; a € A}
i=1
O pardmetro a, neste tutorial considerado como invariante no tempo, representa
as incertezas paramétricas e pertence ao simplex unitario, denotado por

N
A:{ae]R”: ZG,:l ; a,-zo}
i=1
Por exemplo, um circuito elétrico possui componentes como resistores, indutores,

capacitores que tém um valor nominal e uma tolerdncia. Um sistema com p
pardmetros incertos pode ser representado por um politopo com 2P vértices.

R. C. L. F. Oliveira & P. L. D. Peres Tutorial LMIs



Sistemas incertos

Estabilidade de sistemas incertos (2)

@ As condicbes apresentadas nas secOes anteriores para a andlise de estabilidade,
cdmputo de custo J# e %, podem ser estendidas para tratar sistemas incertos
como (13)-(14), porém resultam em LMIs dependentes de pardmetros (também
chamadas LMI robustas). Para exemplificar, considere o problema de anilise de
estabilidade.

Seguindo o mesmo desenvolvimento do caso precisamente conhecido, partindo da
funcdo de Lyapunov quadrética v(x) = x’P(a)x com P(a) a determinar, tem-se
que v(x) >0, Vx # 0 implica P(a) > 0 para todo a € A e v(x) <0, Vx #0 tal
que x = A(a)x implica

0> X'P(a)x +x'P(a)x = X' A(a) P(a)x + x' P(a)A(a)x
=x'(A(a) P(a)+ P(a)A(a))x

e, portanto, A(a) é assintoticamente estdvel para todo o € A se e somente se as
LMiIs robustas

P(a)>0 , A(a)P(a)+P(a)A(a)<0

foram satisfeitas para todo a € A, o que teria que ser verificado em um nidmero
infinito de pontos.
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Sistemas incertos

Estabilidade de sistemas incertos (3)

Comentarios

@ De maneira similar, as LMIs para computo de custo garantido e para sintese
de ganhos de realimentacao de estados poderiam ser estendidas para tratar
o caso incerto, resultando em LMIs dependentes de parametros;

@ Para resolver esse tipo de LMI, é preciso fazer alguma relaxag3o, ou seja,
definir alguma estrutura para a incégnita do problema, a matriz P(a), e
ent3o obter condi¢cGes numericamente verificaveis, de preferéncia na forma
de LMIs, que fornegam uma resposta sobre a estabilidade de A(a) ou sobre
a existéncia de um ganho robusto de realimentagdo de estados;

@ Nos dltimos anos surgiram diversos procedimentos com convergéncia
garantida para tratar os problemas de anilise e de codmputo de custo
garantido para sistemas incertos politépicos. Na maior parte dos casos, sdao
construidas condi¢des LMIs cada vez mais precisas e complexas para a
verificacdo das restricoes.

@ A estrutura mais simples para a matriz P(a), P(a) = P, propiciou inimeros
resultados em anélise e sintese de controladores e filtros para sistemas
incertos, no que ficou conhecido como estabilidade quadratica (teorema a
seguir).
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Sistemas incertos

Estabilidade de sistemas incertos (4)

Teorema Estabilidade Quadrética

A matriz A(a) € 2 é assintoticamente estavel para todo a € A se existir uma
matriz simétrica P € R"*" tal que

P>0 , AP+PA <0, i=1..N

Note que, para P constante e A(0) € 2,

N
A(a) P+ PA(a) = z a; (Ai-P—i— PA,-) , aeA
=1
que é definida negativa para todo 0 € A se e somente se as LMIs do teorema
forem satisfeitas.
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Sistemas incertos

Estabilizabilidade de sistemas incertos (1)

Comentarios

@ Utilizando matriz de Lyapunov constante, obtém-se condi¢Ges para a sintese
(estabilizabilidade quadratica) de um controlador robusto por realimentagdo
de estados como extensGes imediatas dos teoremas apresentados;

@ Note que as condi¢cdes sdo apenas suficientes para a estabilizagdo robusta,
mas s3o necessarias e suficientes para a estabilizagdo quadratica, isto é, o
sistema em malha fechada admite uma func¢do de Lyapunov com P
constante que assegura a estabilidade para todo (A(a),B(a)) € 2.

@ As extensOes sdo apresentadas a seguir.

R. C. L. F. Oliveira & P. L. D. Peres Tutorial LMIs



Sistemas incertos

Estabilizabilidade de sistemas incertos (2)

Teorema Estabilizabilidade Quadratica

O sistema incerto (13)-(14) é quadraticamente estabilizavel por um ganho de
realimentac3o de estados se e somente se existirem W € R"™" e Z € R™*" tais
que

wW>0 , AW+WA +BZ+7Z'B/<0, i=1,...N

No caso afirmativo, o ganho robusto é dado por K = ZW~1.

Teorema Estabilizabilidade Quadratica com Custo 7%

O sistema incerto (13)-(14) é quadraticamente estabilizavel por realimentacéo de
estados se e somente se existir uma solugdo para o problema convexo de
otimizagao
min Tr(X)
X=X,ZW=W >0
{ X Bi,} 0 [A,-W+ ByiZ+WA +2'B),  WC/+2'D]) _

Bii W CW+D;Z 1 0,i=1,....N

Na solugdo étima Tr(X) é um custo garantido % (isto é, ||H(s)||3 < Tr(X)) para
o sistema em malha fechada realimentado com o ganho robusto K = ZW =1,
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Sistemas incertos

Estabilizabilidade de sistemas incertos (3)

Teorema Estabilizabilidade Quadratica com Custo 7% (dual)

O sistema incerto (13)-(14) é quadraticamente estabilizavel por realimentac3o de
estados se e somente se existir uma solugdo para o problema convexo de
otimizagao

min Tr(X)
X=X,Z,W=W >0
X C,'W"rDiZ 2
{Wc;+Z’D} w }>0’ (=l
{A,-W—i—Bz;Z;;WA:-‘FZ/Béi Bllf]<o, i=1,... N
1i N

Na solugdo étima Tr(X) é um custo garantido % H(s)||3 < Tr(X)) para
o S|stema em malha fechada realimentado com o ganho robusto K=2zZWw-1
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Sistemas incertos

Estabilizabilidade de sistemas incertos (4)

Teorema Estabilizabilidade Quadratica com Custo %,

O sistema incerto (13)-(14) é quadraticamente estabilizavel por realimentacéo de
estados se e somente se existir uma solugdo para o problema convexo de

otimizagao
min
ZW=wW>0
AW+ WA§+ Bz,'Z—i-Z’Bé,. WCl.’—&-Z’D,f By;
GW+D;iZ -1 0 | <0,i=1,....N
Bj; 0 —ul

Na soluggo étima p é um custo garantido .7, (isto é, ||H(s)||2 < u) para o
sistema em malha fechada realimentado com o ganho robusto K = ZW 1.

Note que os teoremas acima podem ser usados como condig¢des suficientes para
cdmputo de custos garantidos J% e %, de sistemas estdveis baseados na
estabilidade quadratica, zerando-se as matrizes By; e D; e eliminando a
variavel Z.

Eeme
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Extensdes

Anélise de estabilidade com fungao de Lyapunov afim (1)

@ Primeiramente, note que as equivaléncias do Lema de Finsler podem ser
utilizadas para estender o o resultado de andlise para o caso incerto, como
apresentado no teorema a seguir.

Teorema

A matriz A(a) € R™" é assintoticamente estdvel para todo a € A se e somente
se existirem matrizes Xi(a) € R™", Xp(a) € R™" e uma matriz simétrica
definida positiva P(a) € R"™" tais que

Xi(a)A(a) +A(a) Xi(a)  P(a)—Xi(a)+A(a) Xz(a)'

P(a) + Xo(@)A(a) — Xa (a) —Xo(at) — Xo(a)’ <0

O(a) =
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Extensdes

Anélise de estabilidade com fungao de Lyapunov afim (2)

@ Escolhendo para a matriz de Lyapunov P(a) uma estrutura similar a da matriz
A(a) € Z e fixando as matrizes X e Xp como constantes, tem-se o seguinte
resultado (condi¢des suficientes para a estabilidade robusta).

Teorema

A matriz A(a) € R™" é assintoticamente estdvel para todo a € A se existirem
matrizes X1 € R"™", X, € R"*" e matrizes simétricas definidas positivas
P, e R"™" i=1,...,N tais que
X1A; +ALX] P — X1+ A X, .
Oi=| WAt Bt A g =1, N
P,'—I-XQA,'—Xl —X2—X2

Imediata, notando-se que

N N
@(U)ZZ(’;@;’ P(a):Za,-P,-, Xi(a)=Xy, Xo(a)=Xp, aelA
i=1 i=1

R. C. L. F. Oliveira & P. L. D. Peres Tutorial LMIs



Extensdes

Anélise de estabilidade com fungao de Lyapunov afim (3)

Comemtarios

@ O resultado acima surgiu no contexto do estudo de positividade real em
sistemas dinamicos;

@ Explora-se o fato da matriz de Lyapunov n3o aparecer multiplicando a
matriz dindmica e impdem-se multiplicadores constantes X1 e Xp;

@ Um resultado interessante, que explora a estrutura afim para a matriz de
Lyapunov e o fato de a pertencer ao simplex unitdrio diretamente na
condicdo de estabilidade robusta vinda do Teorema de Lyapunov é dado a
seguir.
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Extensdes

Anélise de estabilidade com fungao de Lyapunov afim (4)

Teorema

A matriz A(a) € R™" é assintoticamente estdvel para todo a € A se existirem
matrizes simétricas definidas positivas P; € R"™", i =1,..., N tais que

AP +PiA; <0, i=1,...,N
AP+ PA+ AP+ PiAj <0, i=1.. N-1,j=i+1...,N

Prova

| \

Como todos os O; sdo maiores ou iguais a zero, as LMIs acima garantem

N N-1 N
0> Y af(APi+PA)+ S S aiaj(AlPj+ PiAi+ AP+ PiA))
i=1 i=1 j=rF1
= A(a) P(a)+ P(a)A(a)

N
Al@)e2 , Pla)=3 a;P;, acl
i=1
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Extensdes

Estabilizabilidade com funcao afim (1)

@ Escolhendo multiplicadores X1 = X e Xo = &X, com & uma varidvel escalar a
determinar, da condi¢do de estabilidade iv) do Lema de Finsler pode-se obter uma
condic3o suficiente para a estabilizacdo robusta de sistemas incertos.

Teorema

O sistema incerto (13)-(14) é estabilizavel por um ganho robusto de
realimentac3do de estados se existirem matrizes simétricas definidas positivas
W; e R™" j=1,... N, matrizes X e R"™" Z € R™*" e um escalar & > 0 tais
que

[A;X + XA +BZ+Z'B] W—X +EAX+EBZ

W= X+EX' A +EZ'B] —EX-EX! ]<0, i=1l...N

No caso afirmativo, K = ZX~1 é o ganho e a estabilidade robusta do sistema em
malha fechada é assegurada pela fungdo de Lyapunov v(x) = x' W(a)x com

N
W(a) = Za,-W,-, aeA
=1
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Extensdes

Estabilizabilidade com funcao afim (2)

Comentarios

@ Condic3do apenas suficiente para a estabilizabilidade robusta e, além disso,
requer uma busca unidimensional no pardmetro &;

@ Simulagcdes numéricas mostram resultados melhores do que os obtidos com
a estabilizabilidade quadratica;

@ E possivel mostrar que, se o sistema é quadraticamente estabilizivel, entdo
existe um & tal que as condicdes s3o satisfeitas.

e ,,...L HLA—-—-_-.b
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Conclusdo

Conclusao

Topicos apresentados

@ Ferramentas fundamentais e resultados de andlise de estabilidade e de
sintese de controladores de realimentagdo de estados mais simples que
podem ser obtidos com LMls;

@ Extensbes para tratar incertezas e algumas relaxagdes para a resolucdo de
LMIs dependentes de parametros;

@ Sistemas continuos. )

Comentdrios Finais

@ Assunto vasto: anilise, controle, filtragem, programac3o semi-definida &
otimizagao, etc.

@ Mais informacdes: Internet e nos cursos de pds-graduagdo que abordam
tépicos relacionados com LMls.
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Conclusdo
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