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O objetivo deste trabalho é avaliar a condicao de estabilizacao robusta para sistemas
politopicos invariantes no tempo baseada em dois estagios. Seja o sistema linear politépico

i(t) = A(a)z(t) + B(a)u(t) (1)
y=C(a)r (2)

sendo x € R™ o vetor de estados, u € R™ a entrada de controle e y € RP a saida medida.
As matrizes dinamica, de entrada e de saida do sistema sao politépicas, isto é

N N N
Ala) =Y A, Bla) =Y aBi, Cla)=)Y aC;, a€ly
i=1 i=1 i=1

sendo Ay o simplex unitario. Duas leis de controle robusto serao investigadas
1. Realimentagao de estados: u(t) = Kx(t)
2. Realimentacao estédtica de saida: u(t) = Ky(t)

O segundo estagio é baseado no seguinte teorema.

Teorema 1 Dado um ganho K(«) € R™" na forma afim tal que A(a) + B(a)K(«)
¢ assintoticamente estavel, existe um ganho robusto estabilizante de realimentacao de
satda K tal que A(a) + B(a)KC(a) € assintoticamente estdvel se existirem matrizes

0< Pla)=Pla) e R, F(a) € RV, G(a) e R, H € R™™ ¢ J € R™*? tais que

He(A(a) F(a) + K(a)B(a) F(a)) * *
P(a) — F(a) + G(a)'A(a) + G(a)'B(a)K(a) —G(a) — G(a) * <0, (3)
B(a)F(a) + JC(a) — HK () B(a)G(a) —H-—H'

para todo o € Ay, com He(X) = X 4+ X'. No caso afirmativo, o ganho robusto de
realimentacao € dado por K, = H=1J.

Note que as condicoes do teorema podem ser facilmente adaptadas para computar um
ganho de realimentacao de estados robusto. Basta considerar C(«a) =1, e J € R™*".



1¢ etapa

A primeira parte do trabalho consiste em fornecer LMIs programéveis para o Teo-
rema 1. Considerando estruturas afins (polinomiais de grau um) para todas as varidveis
de otimizacao que dependem de «, construa uma function em matlab contendo uma
relaxacao para as LMIs dependentes de parametros do Teorema 1. Essa funcao devera
ter a seguinte estrutura:

function output = segundoEstagio_RA(A,B,C,K)

em que A, B e C sao as matrizes do sistema fornecidas em estruturas celulares e K é o
ganho de realimentacao de estados polinomial de grau um, também fornecido na estrutura
celular. A variavel de saida devera ter pelo menos dois campos

output.feas
output.Ks

em que output.feas indica factibilidade ou nao, e output.Ks é o ganho estabilizante
(caso tenha sido encontrado).

Com relagao a relaxagao, perceba que o lado esquerdo de (3) possui termos constantes,
afins, quadraticos e cibicos. Desse modo, todos os termos precisarao ser homogenizados
para grau 3. No curso foram oferecidas relaxacoes que tratam termos constantes, afins e
quadréticos. O tratamento de termos cibicos pode ser encontrado em [RP01]. Os artigos
[dOOL*04b, dOOL"04a] também podem ser tteis.

Também serao aceitos programas elaborados com a ajuda do Robust LMI Parser!
(ROLMIP).

Benchmark

Para avaliar se a relaxagao foi programada corretamente, o seguinte programa bench-
mark devera ser executado.

% Matrizes do sistema

A{1} = [-1 0,0 O];
A{2} = [-1 -1;-1 -1];
A{3} = [0 -1,0 O];
B{1} = [-2;1];

B{2} = [-3;3];

B{3} = [-3;2];

C{1} = eye(2)
C{2} = eye(2);
C{3} = eye(2);

% Ganho do primeiro est agio K(alpha)=a _1K_1 + a_2K_2 + a_3K_.3, a _1+a_2+a_3=1;

K{1} = [0.008 -0.317];

K{2} = [0.172 -0.205];

K{3} = [0.282 -0.366];

inc = 1;

uFeas = O;

% O maior valor de u ser a calculado com 4 casas decimais de precis ao
for c=0:4

"http://www.dt.fee.unicamp.br/~agulhari/rolmip/rolmip.htm



for u=uFeas:inc:10

% Calcula a matriz A modificada (A + u *)
for k=1:3

Au{k} = A{k}+uxeye(2);
end

% Teste do segundo est agio
SOF = segundoEstagio _RA(Au,B,C,K);
fprintf( 'u=%.5f - > %d\n' ,u,SOF.feas);
if SOF.feas ==
break ;
else
uFeas = u;
end
end
% Diminue o incremento em 10 vezes
inc = inc/10;
end
fprintf( 'valor m aximo de u = %.5f \n' ,uFeas);

Avaliacao e entrega

A rotina programada deverd ser entregue até o dia 7 de dezembro (quanto antes
melhor). Devera ser enviada por email com o campo “assunto” na seguinte forma: [A982
- etapa 1 - RA. O valor de u fornecido pelo programa benchmark devera ser fornecido no
corpo do email. A nota serd composta da seguinte forma:

1. 85% sera em funcao da programacao correta da relaxagao. Ou seja, se o valor de u
fornecido pelo benchmark estiver correto.

2. 15% serd em funcao da apresentacao, que nesta primeira etapa consiste na legibili-
dade (identagao e comentérios) do cédigo fonte do programa.

2¢ etapa

A segunda etapa do trabalho consiste em programar uma condi¢ao para o primeiro
estdgio e testar a eficicia do método baseado em dois estagios. A condicao de sintese
resultante sera aplicada em uma base de dados de sistemas politépicos instaveis que
garantidamente admitem um ganho robusto estabilizante por realimentagao de estados,
mas que nao sao quadraticamente estabilizaveis. Ou seja, esses sistemas sao “dificeis”
de serem estabilizados. A base contém 100 sistemas para cada cada combinacao de n =
2,...,5, N=2...,5em = 1. Tanto realimentagao de estados quanto realimentacao de
saida serao investigadas.

Base de dados

A base de dados esta disponivel para download no link:
http://www.dt.fee.unicamp.br/~ricfow/programs/ssf_database.zip

O seguinte cédigo pode ser utilizado para ler a base de dados:



load DB _ssf _-nonQS_100 _c;
inputs=1;
for SOF=0:1
for order=2:5
for vertices=2:5

for i=1:100

A = BASH order,inputs,vertices,i +A;
B = BASKorder,inputs,vertices,i }.B;
if SOF ==

for k=1:.vertices

C{k} = BASKorder,inputs,vertices,i +.K;

end

%Aplique a realimentac ao de saida aqui (1° e 2° est agios)
else

for k=1:.vertices
C{k} = eye(ordem)

end
%Aplique a realimentac ao de estados aqui (1° e 2° est agios)
end
end
fprintf( "Terminado (n,m,N) = (%d,%d,%d) \n' ,order,inputs,vertices);

end
end
end

Como pode ser observado no codigo, o caso de realimentacao de saida serd testado
considerando-se a matriz de saida C'(«) como constante e igual a K, que é um ganho
robusto por realimentagao de estados estabilizante (disponivel na base). Assim, por exem-
plo, L = 1 sempre serd um ganho por realimentacao de saida estabilizante no caso de uma
entrada (m = 1).

Métodos para o primeiro estagio

Para aumentar a familia de ganhos estabilizantes do primeiro estagio, sera conside-
rado um ganho por realimentacao de estados dependente de parametros na forma afim
(polinomial de grau 1), isto é,

N N
K(Oé) = ZOQKZ = ZO&iZZ'Gil
i=1 =1

As condigoes a serem utilizadas nao sao apresentadas para fornecer o ganho nessa forma,
requerendo ajustes. Em geral o que precisa ser feito é considerar a matriz Z como poli-
nomial de grau 1 (Z(a) = 3.~ a;7Z;), gerando a necessidade de tratar produtos de duas
matrizes na forma afim. As relaxacoes vistas na aula 5 (Relaxagoes LMIs) podem ser
aplicadas. Os métodos a serem adaptados e programados sao apresentados a seguir. De-
talhes de implementacao também sao fornecidos sempre que necessario. Duvidas devem
ser enviadas ao professor por email o mais rapido possivel.

1. Lema 25 da Aula 8. O parametro escalar deve ser buscado no conjunto (13 valores)
{107%,107°,107*,107*,1072,10"%, 1, 10", 10, 10°, 10*, 10°, 10°} (4)

Note que a condicao deve testar todos os valores do conjunto, parando somente se
o segundo estdgio fornecer uma solucao factivel.
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2. Lema 24 da Aula 8. Essa condigdo também é apresentada em [ATBO01].

3. Condicao de controle Hy baseada no seguinte teorema: Se existirem uma matriz
Y(o) =Y () € R™", matrizes L(a) € R™", F € R™", M € R™" e um escalar
A dado tais que as seguintes LMIs robustas sao verificadas para todo a € Ay

—2¢Y () Opxp Y(a)+ (A(a) +€el)F + B(a)L(a)

M Bl(a), * — « « (0%
L Y(a)] >0, < Cu(a)F + Dafo)L(a) <0,

Tr(M) < A, entao K = L(a)F~! é um ganho estabilizante por realimentacao de
estados. A varidavel A deve ser minimizada como funcao objetivo. O escalar € deve
ser buscado no conjunto dado em (4). Deverao ser usadas as seguintes matrizes
extras: By(a) = 0.11,,, Ci(a) = [1 01xp-1], D2(a)) = 0. A dimensao p é o nimero de
linhas da matriz C}(a).

4. Condigao apresentada em [OdOP11, Lemma 5]. O pardmetro escalar deve ser bus-
cado no conjunto dado em (4).

5. Condigao apresentada em [VOP15, Theorem 1]. Os parametros escalares devem ser
testados de acordo com a equacao (10) do artigo (total de 16 buscas).

6. Condigao de controle H,, baseada na condigao: [Xie08, Theorem 4.1]. O valor de
~ deve ser minimizado e o escalar r deve ser buscado no conjunto dado em (4).
Deverao ser usadas as seguintes matrizes extras: By; = 0.11,, C; = [1 O1xn_1],
D1; = 014, D9 = 0. Observagao: as matrizes C; usadas nesta condi¢ao nao tém
relagdo com a matriz C'(a) da base de dados, que deve ser usada apenas no segundo
estagio.

7. Condicao apresentada em [ROC15, Theorem 4]. O parametros escalar £ deve ser
buscado no conjunto {—0.90, —0.54, —0.18,0.18,0.54,0.90} e o parametro escalar €
deve ser buscado no conjunto {0.1,1} (total de 2 x 6 = 12 buscas).

8. Condigdo baseada no seguinte teorema: Se existirem uma matriz 0 < X(«a) =
X(a) € R™™ matrizes Y(a) € R™" e G € R™™ e um escalar e dado tais que as
seguintes LMIs robustas sao verificadas para todo a € Ay

He(A(a)X (a) + B(o)Y («)) * 0
Y(a)B(a) — G +eX(a) -G-G'| ="
entdao K = €Y (a)G~! é um ganho estabilizante por realimentagao de estados. Essa
condi¢do é uma extensao da condi¢ao apresentada em [OdOP11, Lemma 9]. O
escalar € deve ser buscado no conjunto dado em (4). Atengao ao fato de que o
escalar € aparece no ganho K.

9. Condigao de controle H, baseada na condi¢ao: [HWS05, Theorem 3|. O valor de
~ deve ser minimizado e o escalar A deve ser buscado no conjunto dado em (4).
Deverao ser usadas as seguintes matrizes extras: By,; = 0.11,, C; = [1 O1x,_1],
Dy = 01xn, D; = 0. As matrizes C; usadas nesta condicao nao tém relacao com a
matriz C'(«) da base de dados, que deve ser usada apenas no segundo estagio.



10. Condicao baseada no seguinte teorema: Se existirem uma matriz Y (a) = Y(a)' €
R™™ matrizes L(a) € R™™ e € R™™ e um escalar € dado tais que as seguintes
LMIs robustas sao verificadas para todo a € Ay

—2¢Y () Y(a)+ (Ala) + el)F + B(a)L(«a)

* _F_F <0,

entaio K = L(a)F~! é um ganho estabilizante por realimentagiao de estados. O
escalar € deve ser buscado no conjunto dado em (4).

11. Condigao de controle Hsy baseada no seguinte teorema: Se existirem uma matriz
S(a) = S(a) € R™" matrizes L(o) € R™™, G € R™", M € RP*P e um escalar \
dado tais que as seguintes LMIs robustas sao verificadas para todo o € Ay

—2eS(a) Opx, S(a)+ G'(A(a) +€l) + L(a) Bay(a)
>0, - Bi(a)’ <0
* * -G -G

M Ci(a)G + Dy(a)L(a)
* S(a)

Tr(M) < A, entao K = L(a)G™!' é um ganho estabilizante por realimentacao de
estados. A varidvel A deve ser minimizada como fungao objetivo. O escalar € deve
ser buscado no conjunto dado em (4). Deverao ser usadas as seguintes matrizes
extras: By(a) = 0.11,, Ci(a) = [1 O1xn-1], Da(a) = 0. A dimensao r é o nimero de
colunas da matriz B;(«).

12. Condicao apresentada em [Sha0l]. O parametro escalar deve ser buscado no con-
junto dado em (4).

13. Condicao apresentada [OdOP11, Lemma 4]. O parametro escalar deve ser buscado
no conjunto dado em (4).

Resultado do sorteio

Condicao | Aluno
C1 Osvaldo

C2 Diego
C3 Gustavo
C4 Paulo

Ch Matheus
C6 Tabitha

C7 Joao

C8 Marcos

C9 Elmer
C10 Michael
Cl11 Rafael

C12 Pauline
C13 Vinicius

Apresentacao dos resultados

O relatério final deve ser entregue em forma eletronica (PDF) e deve contar as seguintes
secoes (além da identificacao do aluno e da disciplina):
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1. Definicao do problema.

2. Método de sintese robusta. As condi¢oes do primeiro e segundo estagio devem ser
apresentadas na forma de Teoremas com LMIs dependentes de parametros (todas
as matrizes dependendo de «). Os cddigos das relaxagoes devem ser apresentados

como apendices.

3. Resultados da aplicacao das condicoes de estabilizacao robusta para realimentacao

de estados e de saida.

4. Conclusao.

Os resultados devem ser apresentados em forma de uma tabela com o seguinte formato:

1° estagio

2° estagio R.E.

2° estagio R.S.

n|N|V|IL|SE |V |L| SE. |V | L| SE.
2| 2

51 5 . . .

E, Ey Es

Ey Es

sendo S.E. o nimero de sistemas estabilizados, R.E. realimentacao de estados, R.S. rea-
limentacao de saida, V' o nimero de variaveis escalares e L o nimero de linhas de LMIs.

Os valores E; sao definidos da seguinte forma:

E; : Porcentagem de sistemas (no total) estabilizados no primeiro estégio.

E, : Porcentagem de sistemas (no total) estabilizados no segundo estagio por reali-

mentacao de estados.

Es5 : Porcentagem de sistemas (no total) estabilizados no segundo estagio por reali-

mentacao de saida.
E4 : 100 x (EQ/El)
E5 : 100 x (Eg/El)

Os valores E; e F5 medem a eficiéncia do segundo estiagio ignorando os casos em que o

primeiro estagio nao forneceu solucao.

Avaliacao e entrega

O relatdrio deverd ser entregue até o dia 15 de dezembro (quanto antes melhor). Deverd
ser enviado por email com o campo “assunto” na seguinte forma: 1A982 - etapa 2 - RA.
A nota serd composta da seguinte forma:

1. 85% em funcao resultados corretos.

2. 15% em funcao da legibilidade (identagao e comentarios) dos codigos fontes entre-
gues e da qualidade da apresentacao e conclusao dos resultados.

Atrasos implicarao em descontos na nota.



Bonus

1. Propor alguma mudanca na condi¢ao do primeiro estdgio que foi programada e
refazer as simulagoes. Mudancas aceitas:

(a) Aumentar o nimero de buscas do parametro escalar.

(b) Alocar os polos a esquerda de um eixo vertical centrado em —o. Para isso
basta considerar A(a) = A(a) + ol. O valor de o deve ser informado.

(c) Nas condigoes envolvendo as normas Hy € H, 0 ganho pode ser computado
para um valor do custo diferente do 6timo. Por exemplo, determina-se o valor
do custo 6timo numa primeira execucao, e depois calcula-se o ganho para um
valor de custo dado, por exemplo, um valor 10% maior do que o 6timo. Valor
do bonus: 1.0 ponto extra.

Outras propostas deverao ser enviadas ao professor para avaliacao.

2. Propor uma outra condicao para o primeiro estagio diferente das 13 condicoes apre-
sentadas e da estabilizacao quadratica. A condicao devera ser apresentada em forma
de teorema. Refazer as simulagoes e apresentar os resultados. Valor do bonus: 1.0
ponto extra.

3. Adaptar as condigbes do primeiro e segundo estdgios para tratar K (a) polinomial
de grau 2 e refazer as simulacoes. Uma nova tabela de resultados, similar a primeira,
devera ser apresentada. Valor do bonus: 1.0 ponto extra.
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