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Sistemas Continuos — Realimentagdo de Estados
Condicdes LMIs para Estabilizagao

Condigoes LMIs Com Variaveis de Folga
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Sistemas Discretos

Alocacao de Polos e Descentralizagao

Controle Robusto
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Sistemas Continuos — Realimentacdo de Estados

Estabilizacdo por Realimentacdo de Estado

Considere o sistema linear

x(t)y=Ax(t)+Bu(t) ; xcR" uecR”

Problema
Determinar uma matriz K € R™*" tal que a lei de controle linear u(t) = Kx(t)
estabilize assintoticamente o sistema em malha fechada

(1) = (A+ BK)x(1)

@ Solugoes

» Alocagao de pélos (place, acker do Matlab) no semi-plano esquerdo

» Escrever as condigbes de estabilidade para o sistema em malha fechada, aplicar
transformagbes de congruéncia, equivaléncias e mudancgas de variaveis que
linearizem o problema, resultando em uma LMI (as vezes precisa de uma pitada de
Schur)
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Condicoes LMIs para Estabilizagao
Estabilidade

# O sistema em malha fechada (A+ BK) é estavel se e somente se existir uma
matriz de Lyapunov P = P’ > 0 tal que

(A+BK)P+P(A+BK)<0, P>0
# Congruéncia

P~ ' ((A+BK)P+PA+BK)P =P A+ AP+ PTK'B'+ BKP~' <0
PlPP =P >0

» Mudanca de variaveis: W= P~1, Z = KW

AW+ WA +BZ+2'B' <0, W>0
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Condicoes LMIs para Estabilizagao

Condic¢ao de sintese em termos de LMIs

Existe K tal que (A+ BK) é estavel se e somente se existirem W = W' e R"™" e
Z € RM<1 tajs que

W>0 ; AW+WA +BZ+Z'B <0
No caso afirmativo, o ganho é dado por K = ZW~1

Prova: Com W > 0 e Z dados, a LMI acima pode ser reescrita

(A+BZW YW+ W(A+BZW- 1Y <0 & (A+BK)W+ W(A+BK) <0
& W ((A+BK)W+W(A+BK))W™ ' <0
& (A+BK)YP+P(A+BK)<0 com P=W~' K=zw™'

@ A busca conjunta do ganho K estabilizante e da matriz P de Lyapunov foi
transformada em um problema convexo
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Condicoes LMIs para Estabilizagao

Outras condicdes de estabilizabilidade

O sistema ¢é estabilizavel se existir K e P > 0 tais que

(A+BK) P+ P(A+BK)=AP+PA+ K BP+PBK<0

» Condigcbes equivalentes podem ser obtidas se a LMI acima for comparada com a
condi¢do @ do Lema de Finsler

AP+PA+ K BP+ PB K <0
—_——— N~~~ =~
2 r B B 2

» A partirde 2 = B'P, P >0, tem-se 1 = P~1B'*. De fato,

#Bx=0 < BPx=0 < By=0,y=Px,x#0,y#0

BAL=0 — BPP'Bt=BB+=0
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Condicoes LMIs para Estabilizagao

Outras condicdes de estabilizabilidade

@ Existem P > 0 e K’ tais que
(A+BK)P+P(A+BK)=AP+PA+K'B'P+PBK <0
se e somente se existir P > 0 tal que
B P (AP+PAP B <0
se e somente se exitir P > 0 e u tais que

AP+PA—uPBBP <0

» condices equivalentes: existe W = P~1 > 0 tal que

WA + AW + WK'B' + BKW <0 += B (WA +AW)B™" <0

< 3du : WA+AW-uBB <0

@ note que u > 0, pois senao WA'+ AW <0 — A seria estavel
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Condicoes LMIs para Estabilizagao

Condi¢ao LMI alternativa

Existe K tal que (A+ BK) é estavel se e somente se existir uma matriz simétrica
definida positiva W € R™" tal que

B (WA +AW)B <0 <= 3u : WA +AW-—uBB <0

— WA +AW+WK'B'+ BKW <0

No caso afirmativo, o ganho é dado por K = — % Bw!

Prova: Com K = —%B’ W~ tem-se
(A+BK)W + W(A+BK) = (A— %BB’W“)W+ W(A— gBB’W—U' -
= AW + WA — uBB <0
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Condicoes LMIs para Estabilizagao

Condi¢ao LMI alternativa

@ A existénciade P >0 e u > 0 tais que
AP+PA-uPBBP<0 <+ A(uP)+(uP)A—(uP)BB (uP)<0
= (uP)"(A(uP)+(uP)A—(uP)BB (uP))(uP)~' <0
equivale & existéncia de W = (uP)~' > 0 tal que
WA + AW —-BB <0

Existe K tal que (A+ BK) é estavel se e somente se existir uma matriz simétrica
definida positiva W € R™" tal que

WA+ AW —BB' <0

No caso afirmativo, o ganho é dado por K = — % Bw!
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Condicoes LMIs Com Variaveis de Folga

Lema da projec¢ao reciproca

@ Outra condicao equivalente para realimentagao de estados pode ser obtida do
Lema da Projecao Reciproca aplicado ao sistema dual A', isto €, a matriz A é
Hurwitz se e somente se existirem matrizes V e X = X’ tais que

-V-Vv VA+X V
AV+X -X 0| <0
4 0 —X

Fazendo A+ A+ BK, KV = Z chega-se ao resultado:

Existe K tal que (A+ BK) é estavel se e somente se existir uma matriz simétrica
X e R™M matrizes V € R™" e Z € R™*" tais que

V-V VA+Z'B+X V'
AV+BZ+ X —X 0| <0
% 0 X

No caso afirmativo, K = ZV~1.

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira IA892 - Analise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 8 10/68



Condicoes LMIs Com Variaveis de Folga
Lema de Finsler

» No caso continuo, a condigdo @ do Lema de Finsler aplicada ao sistema dual
em malha fechada seria

XiA +AX]  W-Xi+AX]
W+ XoA - X] ~Xp — X}

Sem perda de generalidade, pode-se escolher X; = X' e Xo = EX’, para & >0
arbitrario. Assim, a realimentagao de estado pode ser caracterizada pelo lema a
seguir.

Existe K tal que (A+ BK) é estavel se e somente se existir uma matriz simétrica
definida positiva W € R™", matrizes X e R™" e Z ¢ R™*" tais que

}<o

AX+X'A+BZ+2Z'B  W—X+EAX+EBZ | _
W-X+EXA+EZB —EX—EX

para & > 0 arbitrdrio. No caso afirmativo, K = ZX~1.

@ O bloco (1,1) da LMI reproduz a condi¢ao do Lema 1 porém sem exigir simetria
da matriz X
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Condicoes LMIs Com Variaveis de Folga

Prova: Lema da Projecdo (ver [PDSV09])

Definindo A, = A+ BZX~ ', tem-se que a existéncia de W = W' e X tais que

m 'SV}JFKC;}X[/ gl] {5,})(’[#0, -]
T v

{ AaX+ XA, EAGX X'+ W <0

TIEXA, X+ W —EX-EX

é equivalente a existir W = W’ tal que

1770 W[
2= | w5 ) = paw e wa <o

o= [4]3, 3)E] -

que implica W > 0 para qualquer & > 0.
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Controle 7%

Realimentacdo de Estado — Controle Otimo . — Caso Continuo

@ Seja o sistema linear
x(t) = Ax(t)+Bou(t)+Byw(t) (1)
y(t) = Cx(t)+Du(t) )

Problema: Determinar K € R™*" tal que u(t) = Kx(t) estabilize assintoticamente e
minimize a norma % do sistema em malha fechada

() = (A+BoK)x(t)+Byw(t)
y({t) = (C+DK)x(1)

H(s) = (C+ DK)(sl— (A+ ByK)) ' By
@ Solugdes

o Regulador linear quadratico (L.gr com Q=C'C, R=D'De S= C'D)

@ Escrever as condigoes de coOmputo de norma .7 para o sistema em malha
fechada, congruéncia + mudangas de variaveis
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Controle 7%

Controle Otimo 5 — Caso Continuo

@ O ganho de realimentacao de estado que minimiza o critério quadratico

oo oo
J= m(itr)l /0 y(t)y(t)dt :/0 (x'C'Cx+x'C'Du+ u' D' Du)dt
u

é dado por K = —(D'D) "' (B,P+ D' C)

sendo P = P’ > 0 a solugdo da equacdo algébrica de Riccati

AP+ PA—(PB,+C'D)(D'D) "(BP+D'C)+C'C=0

# O valor 6timo do critério € dado por J* = x(0)'Px(0), que se iguala ao minimo
valor da norma .7 ao quadrado sempre que x(0)x(0)" = By Bj
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Controle 7%

Controle Otimo 5 — Caso Continuo

@ De fato, com K = —(D'D)~"(B,P + D' C), em malha fechada tem-se

Ar=A-By(D'D)"(BP+D'C) , Cs=C—D(D'D) " (B,P+D'C)

@ é possivel reescrever a equagao de Riccati como

AP+ PA;+CiC;=0

» Comparando com o gramiano de observabilidade, tem-se que a norma % é
dada por

|H(s)|3 =Tr(B| PBy)
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Controle 7%

Controle Otimo .7% — Caso Continuo — Solug¢do LMI

min Tr(B,PB
kpIpoo TEFE

(A4 BoK) P4 P(A+BoK) +(C+DK)Y(C+DK) <0
A restricdo pode ser re-escrita

& {P* 0} |:(A+BQK)/P+P(A+82K) (C+DK)’} {P“

0
0 | (C+DK) - }<O

0 |

CW + DZ <0, W=pP ' Z=KP'

O critério pode ser formulado como minTr(X) sujeito a

{AW—% WA +B,Z+2'B, WC’+Z’D’}
—I

X B/P
{PB1 P } >0
ou, equivalentemente,

I o][X BP0 X B o
{o P‘J {PB1 PHO P“}>O < {51 W}>0’ W=Pp
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Controle 7%

Controle 775 por LMI (primal)

O sistema (1)-(2) é estabilizavel por realimentagdo de estados se e somente se
existir uma solugao para o problema convexo de otimizagao

min Tr(X)
X=X.ZW=W >0
X B,
B, W
AW+B,Z+ WA +2'B, WC'+Z'D
CwW+Dz —I
Na solugdo étima p? =Tr(X), K =ZW~" é tal que |H(s)|j = p

}>o

<0

Ou, de maneira equivalente, partindo-se do problema dual

min Tr((C+ DK)W(C+ DKY))
K.W=W >0

(A+BK)W+ W(A+BoK) +B1B; <0
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Controle 7%

Controle Otimo 5 — Caso Continuo — Solugao LMI (Dual)

O sistema (1)-(2) é estabilizavel por realimentagdo de estados se e somente se
existir uma solugdo para o problema convexo de otimizagao

min Tr(X)
X=X.ZW=W >0
X cw+bz | _
wc' +2'D/ w =
AW+ B,Z+ WA +Z'B, B
BQ 1 <0

Na solugdo étima p? =Tr(X), K = ZW~" é tal que |H(s)|jo = p

@ Para sistemas precisamente conhecidos, as estratégias primal e dual fornecem
0s mesmos resultados para computo de ganho estabilizante e norma %, mas
diferengas podem ocorrer nas extensdes para custo garantido.
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Controle 7.

Realimentacao de Estado — Controle Otimo .72, — Caso Continuo

Seja o sistema linear

X(t) = Ax(t)+Bou(t)+ Byw(t) 3)
y(t) = Cx(t)+Du(t) (4)

Problema: Determinar K € R™*" tal que u(t) = Kx(t) estabilize assintoticamente e
minimize a norma . do sistema em malha fechada

x(t) = (A+BoK)x(t)+Biw(t)
y{t) = (C+DK)x(1)

H(s) = (C+ DK)(sl— (A+ BxK)) ' B
@ Solugdes

o Resolugéo iterativa de equagdes de Riccati (care no Matlab)

» Escrever as condigoes de coOmputo de norma %, para o sistema em malha
fechada, congruéncia + mudancas de variaveis
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Controle 7.

@ Controle Otimo %4, — Caso Continuo

Em malha fechada, definindo As = A+ BoK e Cs = C+ DK, tem-se que
IIH(s)|l~ < 7y se e somente se existir P = P’ > 0 tal que

AP+ PA;+CiC;  PB;
f f <0
B\P -7
ou AP+ PAs+C;C;+ 7Y PBB{P <0
e P =P’ > 0 pode ser obtida da solugdo da equagao modificada de Riccati

AP+ PA+C'C+y2PBB;P—(PBy+C'D)(D'D) " (B,P+D'C)=0
e K=—(D'D)""(B,P+D'C) garante |H(S)|l» < ¥

» Para obter o ganho 6timo, reduzir iterativamente y até o minimo valor tal que
existe P = P’ > 0 solugéo da equacao de Riccati
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Controle 7.

Controle Otimo .7, — Solugdo LMI

O sistema (3)-(4) é estabilizavel por realimentagao de estados se e somente se
existir uma solugao para o problema convexo de otimizagao

min

ZW=W >0
AW+ WA +B,Z+2'B, WC'+Z'D B
CW+Dz —1 0 <0
B 0 —pul

Na solugdo étima, K = ZW~" assegura ||H(S)|| = VI

Comentarios

@ A matriz W pode tender a singularidade no 6timo;
@ Note que o bloco (1,1) da LMI é a condigao de estabilizabilidade.
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Sistemas Discretos
Estabilizacdo por Realimentacdo de Estado

Considere o sistema linear

x(k+1)=Ax(k)+Bu(k) ; xeR", ueR"

Problema
Determinar uma matriz K € R™" tal que a lei de controle linear u(k) = Kx(k)
estabilize assintoticamente o sistema em malha fechada

x(k+1) = (A+ BK)x(k)

@ Solugoes

@ Alocagao de pélos (place, acker do Matlab) dentro do circulo unitario

o Escrever as condigbes de estabilidade para o sistema em malha fechada, aplicar
complemento de Schur, transformagdes de congruéncia, eliminagdes e mudancgas
de variaveis que linearizem o problema, resultando em uma LMI
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Sistemas Discretos
Estabilidade

» O sistema em malha fechada (A+ BK) é estavel se e somente se existir uma
matriz de Lyapunov P = P' > 0 tal que

, P (A+BK)P
(A+BK)P(A+BK)-P <0 <+ { P(A+ BK) p >0
» Congruéncia
Pt 0 P (A+BKYP [ PT' 0 |
0o P! P(A+ BK) P o P |
_ p-1 P~1(A+BK)' -
| (A+BK)P! p-1

o Mudanca de variaveis: W= P~', Z = KW

{ w WA +Z'B

AW+BZ W }>°
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Sistemas Discretos

Condi¢ao LMI

Existe K tal que (A+ BK) é estavel se e somente se existirem uma matriz simétrica
W e R™" e Z e R™*1 tais que

w WA +Z'B -0
AW+ BZ w

No caso afirmativo, o ganho é dado por K = Z w1

Prova: Com W > 0 e Z dados, a LMI acima pode ser reescrita

w W(A+Bzw-1Y
(A+BzW-")W (+w )}>0 &  (A+BK)W(A+BK)-W<0
P (A+BK)P
< {P(A+BK) P >0

& (A+BK)YP(A+BK)—P<0 com P=W™", K=zw~'
e A restricdo W > 0 ja aparece de maneira explicita na LMI
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Sistemas Discretos
Lema de Finsler

@ Estabilidade — condigdo @ do Lema de Finsler

# O sistema em malha fechada (A+ BK) é estavel se e somente se existirem
P=P >0, X; e X> tais que

{ P—Xi(A+BK)—(A+BK)X| —Xi+(A+BK)'X}

Xa(A+BK) - X Xo+ X, — P }>°

e Escolhendo X; =0 e aplicando a transformagédo de congruéncia

X' 0 P (A+BKYX, 1] X' 0 | _

0 X' || Xe(A+BK) Xo+X3—P o X'

| o xexy X5 ' (A+BK) o0
(A+BK)X, " Xy T X - X TPXG

« Fazendo as mudancas de varidveis W = X, 'PX, ™', G = X, ' tem-se

3 W GA+ZB

w G/(A+ BK)'
~| AG+BZ G+G-W

(A+BK)G G+G - W }>0 . Z=KG
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Sistemas Discretos

Condi¢ao LMI resultante

Existe K tal que (A+ BK) € estavel se e somente se existirem W = W' € R™",
GeR™N e Z e RM*N tajs que
w GA+ZB -0
AG+BZ G+G-W

No caso afirmativo, o ganho é dado por K = ZG™!

Prova: Suficiéncia. Da condig¢ao do lema, tem-se W >0e G+ G > W >0, o que
implica que G~ existe. Entao, com K = ZG~ ! tem-se

w G (A+BzZG 'Y

A+BZG™" é estavel
(A+BZG)G G+G-W >0 = +BZG ' é estave

Necessidade. Se A+ BK ¢ estavel, entdo (A+ BK)W(A+BK) - W <0, W>0,e
a condicao do Lema 10 é factivel com G=G = W.
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Sistemas Discretos
Comentarios

» Note que a escolha de X; = 0 na condigao @ do Lema de Finsler pode ser feita
sem perda de generalidade (n&o introduz conservadorismo)

» Resultado equivalente ao do Lemas 9, porém com matrizes extras

# Desacopla a sintese do ganho K da matriz de Lyapunov W

w GA+Z'B

AG+BZ G+G-w |70

» Poderia ser formulado diretamente em termos da estabilidade do sistema dual
(A+BK)'

» Restricdes podem ser impostas sobre G e Z, para que K = ZG~ " tenha uma
estrutura particular, sem afetar a matriz de Lyapunov W
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Sistemas Discretos

Outro resultado com parametro escalar &

Lema 11

Existe K tal que (A+ BK) é estavel se e somente se existirem W = W' € R™",
G eR™N e Z e RM*1 tajs que

EAG+EGA +EBZ+EZ'B - W AG+BZ-¢(G _
GA+Z'B—EG W-G-G

independentemente do valor de &, —1 < & < 1. No caso afirmativo, o ganho é dado
porK =2G'.

Note que a escolha & = 0 recai no resultado do Lema 10.
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Sistemas Discretos
Prova: pelo lema da Projecado

Definindo Ay = A+ BZG™ ', tem-se que a existéncia de W = W’ e G tais que

) [ee 1+ [{]em -1
Lew ’ U

_ FAC,G+5G/A;,— W AuG-¢GT

GA,-¢G W-G-G

€ equivalente a existir W = W’ tal que

17[-w o][!
bZNU: |:A//:| |: 0 W:| |:A/ :| :_W+ACIWA/(,‘/<O
Cl

cl

N(,ZNV:{_I&} {‘OW '2/} [_é,}:—u—g?)ww
1

/
que implica W > 0, V€ € (—1,1).
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Sistemas Discretos

Realimentacdo de Estado — Controle Otimo % — Caso Discreto

Seja o sistema linear

x(k+1) = Ax(k)+Bou(k)+ Bw(k) (5)
y(k) = Cx(k)+Du(k) (6)

Problema: Determinar K € R™*" tal que u(k) = Kx(k) estabilize assintoticamente e
minimize a norma % do sistema em malha fechada

x(k+1) = (A+BoK)x(k)+ Byw(k)
y(k) = (C+DK)x(k)

H(z) = (C+ DK)(zl - (A+ B:K)) ' B

@ Solugoes

» Regulador linear quadratico (caso discreto) (d1gr com Q= C'C,R=DDe
S=C'D)

» Escrever as condigoes de coOmputo de norma 7 para o sistema em malha
fechada, congruéncia + mudancas de variaveis
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Sistemas Discretos

Controle Otimo 5 — Caso Discreto

# O ganho de realimentagédo de estado que minimiza o critério quadratico

J=min Z (k) y(k) = Jrfx(k)’C’Cx(k)+x(k)’C’Du(k)+u(k)’D’Du(k)
k= k=0

é dado por K = —(D'D+ B,PB,) ' (ByPA+ D' C)

sendo P = P’ > 0 a solugdo da equacéo algébrica discreta de Riccati

APA—P—(A'PBy+C'D)(D'D+ByPBy) ' (ByPA+D'C)+C'C=0

# O valor 6timo do critério € dado por J* = x(0)'Px(0), que se iguala ao minimo
valor da norma .7 ao quadrado sempre que x(0)x(0)" = By Bj

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira 1A892 - Anélise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 8 31/68



Sistemas Discretos
Controle Otimo .75 — Caso Discreto

@ Com K = —(D'D+ B,PB,)~" (B,PA+ D' C) em malha fechada tem-se

A;=A—By(D'D+ B,PB,)~" (ByPA+ D' C)
C;=C—D(D'D+B,PBy) "(B,PA+D'C)

@ é possivel reescrever a equagao de Riccati como

A/fPAf— P+ C;Cf =0

» Comparando com o gramiano de observabilidade do caso discreto, tem-se que a
norma # é dada por

|H(2)||3 = Tr(B| PBy)
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Sistemas Discretos
Controle Otimo 7% — Solugdo LMI

O critério pode ser formulado como no caso continuo, com W = P~1,

min Tr(X)
X B
{81 W} >0

E a restricdo pode ser escrita

(A+ ByK) P(A+ BoK) — P+ (C+ DK)/(C+ DK) < 0

P (A+BxK)YP (C+DK)Y
& | P(A+B:K) P 0 >0
(C+DK) 0 1

Fazendo a transformacéo de congruéncia com diag{P*1 ,P1 ,I} chega-se ao
resultado a seguir.
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Sistemas Discretos

Controle Otimo 7% — Solugdo LMI

O sistema (5)-(6) € estabilizavel por realimentagdo de estados se e somente se
existir uma solugdo para o problema convexo de otimizagao

min Tr(X)
X=X,ZW=W >0

/
[ X B }>0

w WA +2'B, WC'+Z'D
AW + B,Z w 0 >0
CW +DZ 0 I

Na solugdo étima p? = Tr(X), K = ZW~" é tal que |H(z)|l2 = p

@ Ou, de maneira equivalente:
minTr((C+ DK)W(C+ DK)")

(A+ BoK)W(A+ BoK) — W+ BB, <0
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Sistemas Discretos

Controle Otimo 5 — Solucdo LMI (dual)

O sistema (5)-(6) € estabilizavel por realimentagdo de estados se e somente se
existir uma solugdo para o problema convexo de otimizagao

min Tr(X)
X=X,ZW=W >0
sujeito a
X CW+Dz -0
WC' +2'D w =
w AW+ ByZ By
WA +Z'B; w 0 (>0
B; 0 I

Na solugdo étima p? =Tr(X), K =ZW~" é tal que ||H(2)|» = p
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Sistemas Discretos

Resultado equivalente (Finsler)

O sistema (5)-(6) € estabilizavel por realimentagao de estados se e somente se
existir uma solugao para o problema convexo de otimizagao

min Tr(X)
X=X,GZW=W >0
sujeito a
X B
[ B, W } 20
G+G-W GA+ZB, GC+ZD
AG+BZ w 0 >0
CG+Dz 0 |

Na solugdo 6tima p? =Tr(X), K =ZG ' é tal que |H(2)||> = p

o Fazendo G= G’ = W, recai-se no Lema 12.
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Sistemas Discretos
Resultado equivalente (Finsler) — Prova

@ Da primeira condigao, Tr(X) > Tr(B; W~1By). Da segunda, definindo
Ay =A+B,Ke Cy=C+DKcomK=2G"', tem-se

G+G-W GA, GC, GW-'G GA, GC,
AyG w >0 — AgG W 0 |>0
CoG 0 | CsG O I

pois (G- WYW- 1 (G-W)=GW 'G-G-G+W>0.
P6s-multiplicando a LMI da direita por T = diag(G—' W, 1) e pré-multiplicando por
T', tem-se

W owa, wc,

AgW W 0 >0 <« { W—WC;,CaW WA, } >0
CaW 0 1 Aci w
w o][ w'-C,Cy AW 1[W 0
= {o WH w-a,  w |lo w70

= AW Ay-WT4+CLCy<0
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Sistemas Discretos

Resultado equivalente (Finsler) — Dual

O sistema (5)-(6) € estabilizavel por realimentagao de estados se e somente se
existir uma solugao para o problema convexo de otimizagao
min Tr(X)
X=X,GZW=W >0
sujeito a
X CG+DZ -0
GC+ZD G+G-W | =
w AG+B>,Z B
GA+Z7ZB, G+G-W 0 |>0
B; 0 I
Na solugdo 6tima p? =Tr(X), K =ZG ' é tal que |H(2)||2 = p

o Fazendo G= G’ = W, recai-se no Lema 13.

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira 1A892 - Anélise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 8



Sistemas Discretos

Realimentacao de Estado — Controle Otimo .4, — Caso Discreto

Seja o sistema linear

x(k+1) = Ax(k)+ Bou(k)+ Byw(k) 7)
y(k) Cx(k)+ Du(k) (8)

Problema: Determinar K € R™*" tal que u(k) = Kx(k) estabilize assintoticamente e
minimize a norma ., do sistema em malha fechada

x(k+1) = (A+BoK)x(k)+ Bw(k)
y(k) = (C+DK)x(k)

H(z) = (C+ DK)(zl - (A+ B:K)) ' B
@ Solugdes

» Resolugéo iterativa de equagdes de Riccati discretas (dare no Matlab)

» Escrever as condigoes de coOmputo de norma %, para o sistema em malha
fechada, congruéncia + mudancas de variaveis
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Sistemas Discretos

Controle Otimo .4, — Caso Discreto

Em malha fechada, definindo As = A+ BoK e Cs = C+ DK, tem-se que
IIH(2)|l < ¥ se e somente se existir P = P’ > 0 tal que

APA—P+CiC;  A/PB

B! PA; B P8y 21 | <

ou AjPA;— P+ CjCs+ AyPBy (B} PBy — 1) B} PA; <0
o P =P’ > 0 pode ser obtida da solugdo da equagao modificada de Riccati
APA—P+C'C+APB; (B;PB; — 1) ' B|PA
—(A'PBy+ C'D)(D'D+ B,PB,)~ 1 (BLPA+D'C) =0
e K=—(D'D+ B,PB,)~" (B,PA+ D'C) garante ||H(2)||.. < ¥

» Para obter o ganho 6timo, reduzir iterativamente y até o minimo valor tal que
existe P = P’ > 0 solugéo da equacao de Riccati
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Sistemas Discretos

Controle Otimo .7, — Solugdo LMI

O sistema (7)-(8) € estabilizavel por realimentagdo de estados se e somente se
existir uma solugao para o problema convexo de otimizagao

min
ZW=W >0
sujeito a
w AW +B,Z 0 B4
WA +Z'B, w wc'+z'D 0 -0
0 CW+Dz | 0
B 0 0 ul

Na solugdo étima, K = ZW~" assegura ||H(z)||~ = i
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Sistemas Discretos

Resultado equivalente (Finsler)

O sistema (7)-(8) é estabilizavel por realimentagdo de estados se e somente se
existir uma solugao para o problema convexo de otimizacao

min u
Z,GW=W >0
sujeito a

w

AG+ByZ 0 B,
GA+Z'B, G+G-W GC+ZD 0 -0

0 CG+Dz | 0

B 0 0 ul

Na solugdo étima, K = ZG~" assegura ||H(2)||- = u

e Fazendo G = G’ = W, recai-se no caso anterior
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Sistemas Discretos

Comentarios —

@ A solugao por meio da equacéo de Riccati é mais simples
computacionalmente (decomposicédo de valores singulares do hamiltoneano
associado) do que a solugéo por LMIs (método numérico)

@ A expressao do ganho obtido por meio da equagao de Riccati depende das
matrizes do sistema; na solugdo por LMIs, s6 depende de variaveis de
otimizagao

@ A extensdo para computo de controle robusto por realimentagdo de estados
para sistemas lineares incertos com incerteza politépica € imediata na
solugao por LMls

@ O tratamento de restricoes de estrutura na solugao de Riccati requer que a
matriz de controle B, seja bloco-diagonal; no caso das LMIs, pode ser
imposta diretamente nas matrizes Z e W (ou nas matrizes Z e G, sem
restringir a matriz de Lyapunov W, com vantagens)
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Sistemas Discretos

Comentarios —

@ O computo da realimentacao de estado que minimiza a norma %, exige um
procedimento numérico, seja pela da resolugéao iterativa (para valores de y
cada vez menores) da equagao modificada de Riccati ou entdo por meio de
um procedimento convexo de otimizagao formulado em termos de LMIs.

@ Em sistemas com um bloco D; (termo de transmissao direta entre o ruido w e
a saida y) o computo do ganho 6timo de Riccati € um pouco mais complexo,
enquanto que no caso de LMIs a extensao para tratar esse caso é imediata.

@ Como no caso %, a expressao do ganho obtido a partir de Riccati depende
das matrizes do sistema, dificultando o tratamento de sistemas incertos e de
restricdes de estrutura sobre o ganho K.

@ Os resultados obtidos a partir de LMIs podem ser imediatamente estendidos
para tratar incertezas na forma politépica.
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Alocacao de Polos e Descentralizacdo
Restri¢des de estrutura

@ Controle Descentralizado

Um ganho Kp = bloco-diag{Ki,..., Ky} é obtido se existir solugdo para o Lema 8.7
com a restricao de estrutura

Z =bloco-diag{Z;,...,Zy} , G=Dbloco-diag{Gj,...,Gu}

# Estrutura similar poderia ser imposta as matrizes dos demais lemas
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Alocacao de Polos e Descentralizacdo
Alocagao em um circulo deslocado

@ O computo do ganho de realimentagédo de estado do caso discreto pode ser
modificado para a alocagdo dos po6los em circulos em qualquer local do plano
complexo. Por exemplo, existe K que aloca os pélos de (A+ BK) no circulo de raio
p centrado em (—o,0), distante d do eixo imaginﬁrio

A

X
\ )

Re

se e somente se

A/{A+B;(+0'IH <1

& IW=W >0 : (A+BK+cl)W(A+BK+ol) —p2W <0
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Alocacao de Polos e Descentralizacdo

Condi¢ao LMI

Existe K que aloca os autovalores de (A+ BK) no interior do circulo de raio p
centrado em (—o,0) se e somente se existirem matrizes W = W' e R™", G € R™"
e Z € R™" tajs que

{ pZW AG+BZ+6G

GA+ZB +6G G+G-W }>°

No caso afirmativo, o ganho é dado por K = ZG™!

Prova: Com K = ZG~' tem-se a condigdo equivalente (He(X) = X + X)

A VS W] e (|8 arerksae n)) 5T |50

(A+BK+ol) , (A+BK+ol)

P P
que garante a localizagao dos autovalores no circulo especificado.
» Resultado equivente é obtido com a escolha G=G = W

-W<o0

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira 1A892 - Anélise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 8 47/68



Controle Robusto
Controle Robusto por Realimentacao de Estado

Considere o sistema linear incerto continuo

X(t) = A(a)x(t) + B(a)u(t) ; (AB)a)eP
N N
9:{(A,B)(a):2a,-(A,B),-;ae/\}, A:{I;a,-:ha,-zo}

Il
N

Problema

Determinar uma matriz K € R™*" tal que a lei de controle linear u(t) = Kx(t)
estabilize assintoticamente o sistema em malha fechada V(A, B)(a) € 2

@ Solugoes:

¢ baseadas na estabilidade quadratica P(a) = P
@ baseadas em matrizes de Lyapunov afins

N
P(a)=Y oiP;; a e
i=1
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Controle Robusto
Sintese por meio da estabilidade quadratica

Se existirem W € R™" e Z ¢ R™*" tajs que

W>0 ; AW+WA +BZ+Z'Bj<0; i=1,...,N

entdo K = ZW~" assegura a estabilidade quadrética do sistema em malha fechada
V(A,B)(x) € 2.

Prova: Multiplicando por «; € somando de 1 a N, tem-se

Za, YW+ w( Za, Za, 1Z+Z'( Zoc, <0
i=1 i=1

que pode ser reescrito
(A(@) +B(a)ZW~ YW + W (A(a) + B(a)ZW~ 1) <0
e, com K =ZW~-1, tem-se

(A(@)+B(a)K) W+ W(A(e) + B(a)K) <0, V(A B)(a)e 2
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Controle Robusto
Estabilidade quadratica e Lema de Finsler

@ O Lema de Finsler pode ser usado de maneira ligeiramente diferente para o
coOmputo de um ganho robusto de realimentagdo de estados baseado na
estabilidade quadratica, a partir da equivaléncia (para i qualquer):

{l}’{5,2+z'5; W} {I

A W 0 A;} =AW+ WA +BZ+2Z'B; <0

{B,-z+z'3; W} . {Xq : 4

A.
2 e _|]+H[x4 X <0
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Controle Robusto

Sintese por meio da estabilidade quadratica com Finsler

Lema 20

Se existirem uma matriz simétrica definida positiva W € R, Z ¢ R™"1 X; € R™"
e Xo € R™" tais que

B,-Z—|—Z/B;+X1 A;—|—A,'X1/ W - X —|—A;Xé
W—X1/ + XoA; —Xo —Xé

entdo K = ZW—" assegura a estabilidade quadrética do sistema em malha fechada
V(A B)(x) € 2.

} <0, i=1,...,N

A prova é semelhante as anteriores.
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Controle Robusto

Estabilidade quadratica: caso discreto

@ A estabilizabilidade do par incerto V(A, B)(«) € 2 pode ser testada por
extensoes diretas dos lemas apresentados (nos casos em que (A, B) aparecem de
maneira linear nas LMIs)

Lema 21

Se existirem W € R™" e Z € R™*" tajs que

—1,...,N

W WA+ZB .
{AW+&Z 'w '}>0"

entdo K = ZW~" assegura a estabilidade quadratica em malha fechada do sistema
discreto V(A,B)(a) € 2.
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Controle Robusto

Estabilidade quadrética: caso discreto com varidveis extras

Se existirem W = W' e R™", Ge R™" e Z € R™*" tais que

{ w  GA+ZB

AG+BZ G+G’—W}>O pi=1,...,N

entdo K = ZG~" assegura a estabilidade quadratica em malha fechada do sistema
discreto V(A,B)(a) € 2.
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Controle Robusto

Estabilidade quadratica: caso discreto com Finsler modificado

@ Também no caso discreto, Lema de Finsler pode ser usado de maneira
ligeiramente diferente para o computo de um ganho robusto de realimentagédo de
estados baseado na estabilidade quadratica, a partir da equivaléncia (para i
qualquer):

!
0> U"} {Y’ZTB'fV Bv’ﬂ m = Yi— W+ AZ'B]+ B,ZA;+ A WA,
] ] I

> BZW~1Z'B,— W + A;Z' B + B;ZA. + A;WA;
= (A+BzZW " YW(A +Bzw ") —w

0

Yi-W BZ X A
e Sl P Al x<o

{2}794 Bﬂ >0 < Y;>BzZW 'Z'B
]
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Controle Robusto

Estabilidade quadratica: caso discreto com Finsler modificado

Lema 23

Se existirem uma matriz simétrica definida positiva W € R™", Z ¢ RM*M
Xy e R™N X, € R™M e matrizes simétricas Y; € R™", tais que

Z'Bi— X{ + XA, —Xo — Xj ZB W >0; i=1,....,N

entdo K = ZW~" assegura a estabilidade quadratica em malha fechada do sistema
discreto V(A,B)(«) € 2.

A prova é semelhante as anteriores.
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Controle Robusto

Caso continuo com matriz de Lyapunov afim (projecao)

Lema 24

Se existirem matrizes simétricas P; e R™", j=1,... N, matrizes V € R™" e
Z € RM<1 tajs que

AV +BZ+P —P; 0 i=1,...,N
v 0 —P;

-v-V VIA+Z'B.+P; V'
<0, |

entdo K = ZV~ assequra a estabilidade robusta em malha fechada do sistema
continuo ¥(A, B)(a) € 2 com a fungéo de Lyapunov baseada na matriz
P(O() = Z,‘ O(,‘P,‘, a eA.

Prova: Multiplicando por «;, somando de i = 1 até N e fazendo K = ZV~! tem-se

V-V V/(A(a) + B(a)K) + P(a) V'
[(A(a)+B(a)K)V+P(a) —P(a) 0 ] <0
% 0 —P(a)

e o resto da prova segue do Lema da Projecéao Reciproca.
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Controle Robusto

Caso continuo com matriz de Lyapunov afim (Finsler)

Lema 25

Se existirem matrizes simétricas definidas positivas W; e R™" i=1,... N,
matrizes X e R™", Z c R™" e um & > 0 tais que

A,‘X+X/A;-+B,'Z+ZIBI/- W;,— X' +EAX+EBZ
Wi—X+EX'A+EZ'B; —EX-EX

entdo K = ZX~' assegura a estabilidade robusta em malha fechada do sistema

continuo ¥(A, B)(a) € 2 com a fungéo de Lyapunov W(a) =Y o;W;, o € A.

} <0, i=1,..,N

Prova: Multiplicando por «;, somando de i = 1 até N e fazendo K = ZX~ ' tem-se

(A(@) + B(a)K)X + X'(A() + B(a)K)  W(a)— X'+ E(A(a) + B(cr)K)X

W(0) = X + EX'(A(e) + B(a)K)' _EX—EX <0

e o resto da prova segue do Lema 5.
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Controle Robusto

Caso discreto com matriz de Lyapunov afim (Finsler)

Lema 26

Se existirem matrizes simétricas W; e R™" j=1,... N, GER™"" e Z ¢ R™" tajs
que

W GA+Z'B
AG+BZ G+G-W,

} >0; i=1,...,N

entdo K = ZG™" assegura a estabilidade robusta em malha fechada do sistema
discreto VY(A, B)(a) € 2 com a funcéo de Lyapunov W(a) =Y ;a;W;, o € A.

A prova é semelhante as anteriores.
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Controle Robusto

Caso discreto com matriz de Lyapunov afim e parametro &

Lema 27

Se existirem matrizes simétricas W; e R™" j=1,... N, GER™" ZcRM ¢
& e (—1,1) tais que

SAG+EGA+EBZ+EZ'B— W, AG+BZ-ECG| . 4
GA+2'B—£G W-G-G 1= e

entdo K = ZG™' assegura a estabilidade robusta em malha fechada do sistema
discreto V(A, B)(a) € 2 com a fungéo de Lyapunov W(a) =Y ;o;W;, a € A.

A prova é semelhante as anteriores. A busca em £ € (—1,1) pode produzir solugdes
factiveis em casos nos quais a escolha £ = 0 (condigao do Lema 26) falhou.
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Controle Robusto
Controle Robusto com Custo Garantido 775

Seja o sistema linear

x(t) = Ala)x(t)+ Bz(a)u(t) + By (a)w(t) ©)
y(t) = Cla)x(t)+ D(e)u(t)

@ Sistema Incerto (A,B4,B,,C,D) e 9

N
7 ={(A.B,B,,C.D)(0): Y’ (A By,B5,C.D);; ac A}
i=1

Problema: Determinar K € R™*" tal que u(t) = Kx(t) estabilize assintoticamente e
minimize um limitante do custo garantido /# do sistema em malha fechada
V(A,By,B,C,D) e 9

@ solugdes baseadas na estabilidade quadratica P(«) = P

N

@ solucdes baseadas em P(o) = Z a;iPj, x €N
i=1

60/68
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Controle Robusto

Controle Custo Garantido .7#5 — Caso Continuo

O sistema (9)-(10) é estabilizavel por realimentagao de estados se existir uma
solugdo para o problema convexo de otimizagao

min Tr(X)
X=X,ZW=W >0

X CiW+D;Z -
{ we's 2 e }20 pi=1,...,N
) . 12 1R/ .
{A'W+BZIZ;;.WAI+ZBZI B—1II } <0;i=1,...,N
1

o p?2 =Tr(X), K=2ZW-" étal que |H(s)|2» < p, V(A By,B5,C,D) € 9
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Controle Robusto

Controle Custo Garantido .7#5 — Caso Discreto

x(k+1) = A(a)x(k)+ Ba(a)u(k)+ Bi(a)w(k) (11)
y(k) = Cla)x(k)+ D(ax)u(k) (12)

O sistema (11)-(12) é estabilizavel por realimentagdo de estados se existir uma
solugao para o problema convexo de otimizagao

min Tr(X)
X=X,ZW=W >0
sujeito a
w AW+ By Z By
X CiW+ Dz . Vg i
WC|+2'D; w }zo, WA,-E/ZBz/ w 0 | >0
i=1,...,N

e p2 =Tr(X), K=2ZW~ é tal que ||H(2)||2 < p, ¥(A,By,B5,C.D) € 2
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Controle Robusto

Resultado mais abrangente (contém o anterior)

O sistema (11)-(12) é estabilizavel por realimentagdo de estados se existir uma
solugdo para o problema convexo de otimizagao

min Tr(X)
X:X/,G7Z7M/i:VV,‘/>O,I.:17,.,7N
sujeito a
X CiG+Diz o
{ GC+Z'D. G+G-W, } >0 ; i=1,...,N
VV,‘ AiG+szZ B-”
GA+ZB, G+G-W, 0 |>0; i=1,...N
B 0 1

0 p2 =Tr(X), K=2ZG " é tal que |H(2)||» < p, ¥(A, By, By,C,D) € 2

N
o W(a)=) a;W,, ac A, assegura o custo garantido .#3

i=1
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Controle Robusto
Controle Custo Garantido 7%, — Caso Continuo

Seja o sistema linear
A(a)x(t) + Ba(ar)u(t) + By (o) w(t) (13)
y(t) = C(a)x(t)+ Da(a)u(t)+ Dy (o) w(t) (14)

@ Sistema Incerto (A,B1,B>,C,D{,D>) € 9

N
9= {AB1,BZ,C Dy, Do) () : Y (A, By, Bz, C, D1,D2);oce/\}

i=1

Problema: Determinar K € R™*" tal que u(t) = Kx(t) estabilize assintoticamente e
minimize um limitante do custo garantido .7%, do sistema em malha fechada

V(A By,B5,C,Dy,D5) e 2

# solugoes baseadas na estabilidade quadratica P(a) = P

@ solucdes baseadas em P(a) = Z a;iPj, x €N
i=1
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Controle Robusto

Controle Custo Garantido 7%, — Caso Continuo

O sistema (13)-(14) é estabilizavel por realimentagdo de estados se existir uma
solugdo para o problema convexo de otimizagao

min

ZW=W >0
sujeito a
AW+ WA;--F Bz/Z+ZIB/2i WC;+ZID_/21- Bs;
CiW+ Dy Z —I Djy; <0; i=1,...,N
B D} —u

o K=2ZW~" assegura |H(S)||- < \/H, ¥(A,B1,B2,C.Dy,Dp) €
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Controle Robusto

Controle Custo Garantido 7%, — Caso Discreto

Seja o sistema linear

x(k+1) A(a)x(k) + Bo(a)u(k) + By () w(k) (15)
y(k) = Cla)x(k)+ Da(a)u(k) + Di(a)w(k) (16)

O sistema (15)-(16) é estabilizavel por realimentagdo de estados se existir uma
solugdo para o problema convexo de otimizagao

min
ZW=W >0
sujeito a
w AW+ B, Z 0 By,
WA, +Z'B}, w WC/+2'D,, 0 L
'0 i CW+ DyZ " i Dy >0; i=1,....,N
B, 0 D} ul

o K=2ZW~" assegura |H(2)|| < \/if, ¥(A,By,Bz,C,Dy, D) € 7
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Controle Robusto

Resultado mais abrangente (contém o anterior)

O sistema (15)-(16) é estabilizavel por realimentacdo de estados se existir uma
solugdo para o problema convexo de otimizagao

min n
Z,GW=W >0i=1,.N
sujeito a
w; AiG+ ByiZ 0 By
GA+Z'B, G+G-W, GC+ZDy 0 | _ .,
CiG+ Dy Z | Dy ! A
qu 0 Dql- ul

o K=ZG™ " assegura |H(2)|| < \/i, ¥(A,B1,Bz,C,D1,D5) € 7

N
o W(a)= Z o;W;, o € A, assegura o custo garantido /%,

i=1
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Controle Robusto

Comentarios Finais

Extensdes

@ A partir dos lemas apresentados, extensoes para tratar outros problemas
podem ser obtidas, por exemplo, com restricées de estrutura
(descentralizagao), de alocagao de pdlos e outras;

@ De maneira geral, os resultados baseados na estabilidade quadratica sao
mais conservadores do que os resultados certificados por fungdes de
Lyapunov afins;

@ Condigoes para o computo de realimentagao de estado escalonada
(gain-scheduling) para sistemas variantes no tempo, baseadas em
estabilidade quadratica, podem ser obtidas das condigoes apresentadas
fazendo-se K(a) = Z(a)W".
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