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Funcionais afins

Um funcional f : X — Y é afim se,
flox+(1-a)y)=af(x)+(1—-a)f(y), Vx,yeX, aeR

o Seja f: X — S"” um funcional afim, sendo S” o conjunto das matrizes simétricas
de dimens3o n x n. Os conjuntos

{x : f(x)20} ; {x: f(x)>0} ; {x: f(x)<0} ; {x: f(x)<0}

S30 convexos.

e Seja f : X — S" um funcional afim. As desigualdades f(x) >0, f(x) <0,
f(x) >0 e f(x) <0 sdo desigualdades matriciais lineares, ou Linear Matrix
Inequalities — LMls

o Exemplos: para Ae Q = Q' dadas,

!
FX)= AX+EXA+Q<0; F(X)=AXA-X+Q<0 ; f(X):{ o }>o
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Desigualdades Matriciais Lineares — LMls

o Convexidade

o Existem programas computacionais especializados (algoritmos convergem em
tempo polinomial) na resolucido de LMIs: LMI Control Toolbox (Matlab), Lmitool
(Matlab e Scilab), SeDuMi, LMI Solver, Mosek

o Indmeros problemas de anilise, filtragem e controle de sistemas dindmicos
podem ser formulados como LMls

o Outras aplicagBes (mecénica, otimizagdo, etc.)
o Formular um problema em termos de LMlIs equivale a resolver o problema!

@ Lyapunov, 1890. A equacio diferencial X = Ax é estdvel (trajetérias iniciando
em qualquer ponto convergem para x = 0) se e somente se existir P = P’ tal que

P>0 ; AP+PA<O
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Desigualdades Matriciais Lineares — LMls

o Empilhando as varidveis de decisdo (incégnitas) em um dnico vetor x € R™,
pode-se re-escrever uma LMI na forma

F(X) = Fo+xiFi+---+xmFm>0

com F; e R"™" j=0,...,m matrizes constantes simétricas. Note que F(x) >0
significa que F(x) deve ser definida positiva para todo x, ou seja, y'F(x)y >0
para todo vetor y # 0.

o A LMI F(x) > 0 é equivalente a um conjunto de n desigualdades polinomiais
em x, obtidas impondo-se que os menores principais lideres de F(x) devem ser
todos positivos.

o Como visto anteriormente, a LMI F(x) > 0 define um conjunto convexo.
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Desigualdades Matriciais Lineares — LMIs 1

@ Exemplo
|x1 x| |10 0 1 0 0
X—{)Q X3}_{0 O}Xl—’_{l O}X2+{0 1}X3>0
AX+XA=(AF+FAx + AR+ FA)x 4+ (AF+F3A)x <0

o Note que X > 0 equivale as restri¢cSes x; >0, x3 >0 e x1x3 > x22 (n&o-linear!).
A seguir é mostrada a regido factivel definida pela intersecdo dessas restrigdes.
Note que a regido em azul indica um corte imposto pelo desenho (é ilimitada
nessas dire¢des).
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Desigualdades Matriciais Lineares — LMls 11
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Desigualdades Matriciais Lineares — LMIs 111

o X > 0 pode também ser expressa como um nimero infinito de restricdes lineares
do tipo aix < b;, pois X >0 < z'Xz >0, Vz e R". Escolhendo por exemplo

(8] ne[2] o 1]

e impondo z,sz,~ > 0, chegam-se respectivamente as restri¢des

x1>0; x3>0 ; x14+2x0+x3>0
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Exemplo: tetraedro “suavizado” I

Seja
1 x vy
F(x)=|x 1 z|>0
y z 1
Computando os menores principais lideres de F(x), tem-se

1>0, 1—x2 >0, 2xyz—y2—22—x2—|—1 >0
Usando o comando no software Mathematica,
RegionPlot3D[And @@ {1 >= 0, 1 - x"2 >= 0,
2xx*y*z - y°2 - 272 - x°2 + 1 >= 0}, {x, -1, 1},
{y, -1, 1}, {z, -1, 1}, AxesLabel -> {"x", "y", "z"}1}

tem-se a seguinte regido factivel mostrada a seguir.
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Congruéncia
°

Transformacgao de Congruéncia

Q@=T'RTcR™" | T cR™" n3o singular

@ Duas matrizes simétricas Q, R € R"*" s3o congruentes se existir T € R™" n3o
singular tal que @ = T'RT. Se Q e R sio congruentes, entio @ > 0 se e somente
se R>0.

Prova: R > 0= Vx#0, xX'Rx > 0. Definindo y = T~ !x, tem-se
XRx=y'T'"RTy=y'Qy >0,Vy#0= Q >0.

@ Note que para R=R' cR™" e T cR™™M T'RT ¢ R™*™_ Neste caso,

R>0 = T'RT>0, R>0 e rank(T)=m = T'RT>0
pois rank(T'RT) =rank(T) e, se rank(T) = m, n3o existe x # 0 tal que Tx =0

@ Note que para R=R' e R"™" e T ¢ R™M

T'RT>0 # R>0!  Porexemplo, [L 0] Ll) _01} H:1>0
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Complemento de Schur

o Considere a matriz quadrada simétrica X particionada
A B
|5 ¢

com A=A"e C=C'. Se det(A) #0, a matriz C — B'’A"1B é o complemento de
Schur de X em relacdo a A.

Note por exemplo que

x| A B|_ I 0] A 0 I AlB
| B c | | BAl | 0 C-BAlB 0 |

e portanto det(X) = det(A)det(C— B'A"1B).

Analogamente, se det(C) # 0, A— BC~ 1B’ é o complemento de Schur de X em
relacidoa C e

x_|A B]_]! Bc! A-BC1B" 0 I 0
B Cc| 0 1 0 cC || ciB 1
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Schur
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Caracterizagao da positividade de X

o Considere a matriz quadrada simétrica X particionada
A B
|5 ¢
e X >0seesomentese A>0e C—B'A"1B>0
e X >0seesomentese C>0e A—BC 1B >0

eSe A>0, X >0seesomentese C—B' A 1B>0

eSe C>0, X >0seesomentese A— BC 1B >0
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Complemento de Schur

@ Como T é uma matriz ndo singular:

A 0

0 C-BAlB

A B
B C

o= [§ - ]

@ Analogamente,

x_|A BJ]_[1 BC! A-BC1B" 0 I 0
B Cc||0 1 0 c || ¢c1B 1
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Complemento de Schur e LMIs

@ Desigualdades convexas podem ser convertidas em LMlIs por meio do
complemento de Schur.

Q(X) S(X) _ -1 /
{ S(XY  R(X) >0 <<= R(X)>0, QX)=S(X)R(X)""S(X)' >0
o Exemplo: A restricdo sobre a norma da matriz ||M(X)| <1 (maximo valor
singular), com M(X) € RP*9 dependendo de maneira afim em X, pode ser escrita

como a LMI X
Iy M(X
Lty 0]
pois || M| < 1 equivale a I, — MM’ > 0. O caso g =1 reduz-se a uma
desigualdade quadratica convencional em x.
o Exemplo: A restricio c(X)'P(X) 1c(X) <1, P(X) >0, com ¢(X)€R" e

P(X) = P(X) € R™" dependendo de maneira afim em X, pode ser expressa em

termos da LMI PX) x)
c
{ c(X) 1 } >0
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Definigoes de estabilidade

O sistema linear continuo no tempo descrito por x = Ax, com A € R"™" ¢
assintoticamente estdvel se qualquer uma das condigcdes abaixo for verificada:

° tlin x(t) — 0, para condi¢3o inicial x(0) arbitrdria

e max Re{A;j(A)} <0,i=1,...,n
1

@ A estabilidade de X = Ax (ou simplesmente a estabilidade de A) pode ser
também investigada por meio de uma fun¢do de Lyapunov v(x). Para que o
sistema seja assintoticamente estdvel, duas condi¢es devem ser verificadas:

o v(x)>0Vx#0

e V(x) <0Vx#0 solu¢do de X = Ax
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Teorema de Lyapunov

@ Escolhendo como candidata a fungdo de Lyapunov uma fung¢do quadratica
v(x) = x'Px, com P = P’ a determinar, tem-se

sv(x)=x'Px>0,Vx#0 & P>0

o v(x) =X'Px+x'Px=x(AP+PAXx<0 & AP+PA<O
@ Portanto, para determinar se A é estavel, basta procurar uma solucio factivel
P = P’ € R"™" para o problema (LMlIs):

P>0; AP+PA<O

Teorema 1 (Lyapunov)

Os autovalores de A tém parte real negativa se e somente se para qualquer matriz
simétrica definida positiva Q a equacdo de Lyapunov

AP+PA=-Q

tiver uma tnica solucio P =P’ >0
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0080000000

Sistema de equagcoes

@ Resolvendo a equac3o de Lyapunov AP+ PA+ Q=0
o Matlab: [P]=1lyap(A’,Q)
Ou: e Definindo o produto de Kronecker de duas matrizes A € R™*", B € RP*9
allB al,,B
A®B = : . : € RMPX9

am.lB am.nB
e a operacdo vec (A), A€ R™*" como
vec A=[ a1 - am a2 - am - Ay o amn ]’
pode-se reescrever a equacdo de Lyapunov A'P 4 PA= —Q como
[I,,®A’+A’® I,,} vec (P) = —vec (Q) o sistema de equagdes lineares
o Como P e @ s3o simétricas, e também a equacdo de Lyapunov é simétrica,

pode-se reduzir o sistema de n? equacdes lineares acima a n(n+1)/2 equacdes
com n(n+1)/2 incégnitas.
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Solucao por LMIs

@ Usando LMls, programe
min Tr(P)
P>0; AP+PA+Q<0
@ A minimizac3o do traco leva a solugdo P para a igualdade

s Solugdo P = P’ > 0 existe sempre que A for estavel;
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Condigoes equivalentes

Existe P = P’ >0 tal que
AP+ PA<O

se e somente se existir W = W’ >0 tal que

AW + WA <0

o Se P satisfaz a primeira LMI, entdo W = P~ satisfaz a segunda e vice-versa

W AW +wA YW =AW 4w A

PYAP+PAPL=AP L+ PIA

o Autovalores de A e A’ s30 os mesmos

o A é estavel se e somente se A’ também o for
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Homogeneidade

o Homogeneidade:
AP=P' >0: AP+PA<0 & IP=P' >0:AP+PA< —pl ,¥p >0

Prova: (<) E imediato perceber que se

AP+PA+pl<0

com p ni3o negativo, entdo AP+ PA < 0. (=) Seja Py > 0 a solucdo de
A'Py+ PyA < 0. Tome

A = max(real(A;(A'Pg+ PoA))) eAT =24 +¢

sendo € um nidmero suficientemente pequeno e positivo. Agora considere
A'P+ PA < —pl. Multiplicando os dois lados da desigualdade por —A™*/p, tem-se

_1+ _ 3+
A’(%P) + (%P)A<7L+I

Aplicando a mudanca de varidvel P= ’TNP, tem-se AP+ PA<ATI Para

concluir, note que p= Py garante que

A'Py+ PyA< Al < AT
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Estabilidade: caso discreto

O sistema linear discreto no tempo descrito por x(k+ 1) = Ax(k), com A€ R™"
é assintoticamente estdvel se qualquer uma das condi¢Ges abaixo for verificada:

° klim x(k) — 0, condig3o inicial x(0) arbitraria
—yo0

emax |A4i(A) <1, i=1,...,n
1

@ A estabilidade de x(k+1) = Ax(k) (ou simplesmente a estabilidade de A)
pode ser também investigada por meio de uma fun¢3o de Lyapunov v(x). Para
que o sistema seja assintoticamente estdvel, duas condi¢des devem ser verificadas:

o v(x)>0Vx#0

o v(x(k+1))—v(x(k)) <0 Vx#0 solucdo de x(k+1) = Ax(k)
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Teorema de Lyapunov

@ Funcio de Lyapunov v(x) = x'Px
sv(x)=x'Px>0,Vx#£0 & P>0
o v(x(k+1))—v(x(k)) = x(k+1) Px(k+1) —x(k) Px(k) =

= x(k)/(APA-P)x(k) <0 « APA—P<0

@ Portanto, para determinar se A é estavel, basta procurar uma solucio factivel
P = P’ € R"™" para o problema (LMIs):

P>0; APA-P<O0

Teorema 2 (Lyapunov)

Os autovalores de A tém valor absoluto menor do que 1 se e somente se para
qualquer matriz simétrica definida positiva Q a equagdo discreta de Lyapunov

APA-P=-Q

tiver uma tnica solugio P =P’ >0
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Sistema de Equacoes

@ Resolvendo a equacio de Lyapunov APA— P+ Q=0
e Matlab: [P]=dlyap(A’,Q)

o A equacdo de Lyapunov A'PA— P = —Q pode ser reescrita como

[A’@A’} vec (P) =vec (P)—vec (Q) e sistema de equagdes lineares

o Pode ser reduzido a um sistema de n(n+1)/2 equagdes e n(n+1)/2 incégnitas.

@ Usando LMI solvers
min Tr(P)

P>0; APA-P+Q@<0

@ Usando complemento de Schur

min_ Tr(P)
P>0
P PA P P-Q AP
{A’P P—Q}>0 <— APPT'PA-P+Q<0 <« { PA p |>0
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Condigoes equivalentes

Existe P = P’ > 0 tal que
APA—P <0

se e somente se existir W = W' > 0 tal que

AWA — W <0

P APl oo [Pt 0[P API[P 0] [Pt PIA)_
PA P 0 P1L|PA PO P [APL Pl
Note aind 0 I P APTJ[O0 1] [ P PA
ceamdaque 1y o ||l PA P I o| | AP P
o Autovalores de A e A’ s3o os mesmos

o A é estivel se e somente se A’ também o for

o Homogeneidade:
IP=P >0: APA-—P<0 & 3P=P' >0 : APA—-P < —¢l WVe>0
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Lema de Finsler

Teorema 3 (Finsler)

Considere w € R", 2 e R™" e B8 € R™*" com rank (%) < n e - uma base
para o espaco nulo de & (isto é, BA-=0).
Entao, as seguintes condigcdes sdo equivalentes:

® w2w <0, Vw#0 : Bw=0

@ #Yaos<0

® JueER : 2-uB %<0

@ IZER™M : 9+ X B+ B X' <0
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Finsler
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Prova

® = @] Todo w tal que Zw = 0 pode ser escrito como w = %~+y. Portanto,
q p y

WOW<OYWw#0: Bw=0 — y B 98 y<0vy£0 — B 28 <0

[@= @]
B 28 <0 = yYBYIBLy<OVy£0 = W2w<OVw#£0: Bw=0

[®@= @], [@® = @] Multiplicando a esquerda por #+' e 3 direita por Bt
recupera-se 2 2%+ <0

[ @ = ®] A matriz Z pode ser escrita como B = B Br com B, $Br de rank
completo. Entdo, defina 9 = B(BrBk) (B, B1)~1/? e note que

229 —ul 925+

!
2-uBB) 9 B =
{ }( S el A Y o
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Comentarios

Como por hipdtese @ é verificado, 2 28 < 0, e portanto existe u € R tal que

929 -m 9 2B*

0
229 Boml |

Consegiientemente, existe u € R tal que 2 —u%' % <0
[® = @] Se ® é verificado 2" = —%%' satisfaz a condi¢do @
Comentarios

o 0 Lema de Finsler pode ser utilizado para expressar condicdes de estabilidade
(como as condi¢Bes de Lyapunov) em termos de desigualdades matriciais

o Introduz novas varidveis (1, 2°) em condicdes que envolvem apenas 2, & e
L@L

o Novos graus de liberdade na andlise de sistemas incertos, possibilidade de
eliminagdo de varidveis e de n3o linearidades, possibilidade de estender condi¢des
de andlise para a sintese de controladores e filtros
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Condigoes equivalentes (sistemas continuos)

@ 3P:.‘/3’>0ta|que
{i} {g ’;H”@\fx,x;éo:[A 4]{”:0

@ IP=P' >0 tal LT PAT ] apipaco
= e a4l p oo ||al|TAPTMAS

® JueR,P =P >0 tais que

0 P / [ —uA'A pA+P
P )omla YA =] R M ] <o

@ 32 € R2™1 P =P’ >0 tais que

{g g}+£'[A —I ]+{ f\/l }%'ko
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Condigoes equivalentes (sistemas discretos):

® IP=P >0 : w’{_op g}w<0\7w¢o [A -1 ]w=0
Coea L [VY]-P O .
@ dP=P >0 : {A} 0 P A —APA—P<0

® JueR,P=P >0

{_OP H‘“{iﬂ[%‘ —']%ﬂlﬁ\\_P —5|/-\51P}<0

A/
—I

—P
0

@ 3% €R2™ " PP/ >0 : { g}—k%[A —|]+{ }5{’<0
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Particionando os multiplicadores

o Definindo as particdes X3 € R™" X, e R™" em 2

a condicdo @ pode ser reescrita como 3X; € R™", X, € R™" e P =P’ > 0 tais
que

{ XiA+AX] P—-X1+AX]

P+ XoA—X] —Xo— X} } <0 (caso continuo)

B Il Iyt
|: P+X1A+AX] X1+AX, } <0 (caso discreto)

XoA—X] P—Xo— X}

s Note que, no caso discreto, com a escolha X; =0, X5 = X2’ = P recupera-se a
forma de Schur de APA—P <0
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Abordagem descritora

Sistemas equivalentes

. X=y I Of|x| |0 [I||x .
osman o {574 <[ J[=[2 1)[]-e-ne
Ao sistema @, pode-se associar a seguinte fun¢do de Lyapunov (aumentada):

v(x):é’{g g}é:x’Px
o 5 o=1o &l o=l 9F &

tem-se que
[P FI[1 0], .1 o][P o0
v =6 {0 G} {o 0}5_5 {0 0} {F’ G’}é
e assim (o simbolo * representa um bloco simétrico na LMI)
[P FlT0 o AP 0],
) =s {0 G} {A —/}é“f {/ —/} {F’ G’}é_

[AF+FA P-F+AG),
* -G-G'
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Lema da Projecdo
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Lema da Projecao
@ Dados 2 =2 cR™", o/ cR™*" e R, existe 2 € R™*™ tal que

P+ A X' B+ B X o <0

se e somente se

Q{LQQ{L<O e QLQ%L<O com JZ%JZVJ_IO,%%L:O

Note que, no caso particular &/ =1, obtém-se a equivaléncia @ < @ do Lema de
Finsler.

Lema da Projecao Reciproca
@Dados P=P' >0, PeER™ e Q= Q' € R™", tem-se

Q+S+5' <0
se e somente se existir W € R™*" tal que

Q+P—(W+W) S+wW

S+W _p | <0
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Lema da Projecdo
000

Lema da Projecao: prova

Prova: usando o Lema da Projecdo, com 2 = W e

{Q;P _S,/D}Jr[_'}w[l 0]+MW’[_| <0

se e somente se

L {Qﬁp _SP} m:o+s+s/<0e 0 1] {Qgp _SP} m:_p<0
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Lema da Projecdo
feYe] Yo)

Aplicagao: Condigoes Equivalentes de Estabilidade

e max Re{4j(A)} <0, i=1,...,n
1

se e somente se existir P = P’ € R™" tal que

AP+PA<O, P>0

ou, equivalentemente, se e somente se existir Y = Y’ € R™" tal que

AY+YA <0, Y>0
Aplicando o Lema da Projecdo Reciproca nesse tltimo par de desigualdades, com
QR=0,S"=AY e S= YA, tem-se a condicdo equivalente

Y-W-W  AY+ W' <0
YA + W -Y

Aplicando a transformacio de congruéncia

w-T 0 Y-W-W AY+WT[w-l o0 <0
0 y-1 YA + W -Y

com W=T =(W~1Y, produz
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Lema da Projecdo
0o0e

w-Tyw-l-w-1l-w-T wTA4+y-1
AW-1qy-1 _y-1 <0
Fazendo a mudanca de varidvel V = W1, tem-se
ViYW-V -V VA+Y! “0
AV 4 YL —y-1
Aplicando Schur no termo V'YV, obtém-se

—-V-Vv' VA4+Y1 v/
AV4+y-l -y 0 <0
% 0 -yl
Finalmente, impondo X = Y1, chega-se 3 condicio LMI
—V-V' VA4+X V
AV 4+ X —-X 0 |<o0
% 0 -X

Note que na dltima expressao a matriz de Lyapunov X n3o multiplica a matriz A.
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Regides
@000

Regioes no plano compl

@ O estudo da estabilidade de uma matriz A € R"™" resume-se a identificar uma
regido no plano complexo na qual estdo os autovalores A;, i=1,..., n da matriz.

A Im

i Im

Re

Re{A:(A)} <0 , i=1,....n
i

IP=P >0: AP+PA<O 1
JP=P >0: APA-P<0

[Ai(A) <1, i=1,...,n
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Regides
0800

Regioes no plano complexo

@ Estabilidade em relacdo ao semiplano esquerdo deslocado e em relagdo ao
circulo de raio p centrado na origem

A Im

i Im

\J

o Re
==

Re{A;(A+0o)} <0 , i=1,...,n

(3
IP=P'>0: (A+ol)P+P(A+ol) <0 ¢
IP=P >0 : APA—p?P <0

A(A/P) <1, i=1...n
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Regides
00e0

Regioes no plano complexo

@ Estabilidade em relagdo a um circulo de raio p centrado em (—0,0), distante
d do eixo imaginario
A Im

Y ;

-0
Re

d

|
|
|
==
|
|
|
|

A+ol
‘/1,{ J;G H<1 & IP=P' >0 : (A+ol)P(A+cl)—p?P <0

& IP=P >0 : %(A+dI)’P(A+dI)+(A+dI)’P+P(A+dl)<0
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Regides
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P-estabilidade

@ Uma regido Z no plano complexo pode ser descrita como

9 = {Z €C : Ri1+Rppz+ R£2Z* + Rypzz* < 0}

com Ri1=Rj; € RIXD Rpp = Rhy € RY%d submatrizes de R € R29%2d dada por

r— | R FRu
- /
Rio Rz
sendo que d é a ordem da regido. Assumindo-se Ry > 0, tem-se que &
representa regides convexas simétricas em relagdo ao eixo real.

L(A)EZ < IP=P >0: R;1®P+R12®(PA)+ R, ®(A'P)+Rn®A PA<0

0 1 -1 0
o Exemplos (d =1):  Reont. = { 1 0 } i Risc. = { 0 1 }

[ 2d+d?/p 1+d/p

Rc = irculo de rai trad —d—-p,0
fo 14d/p 1/p } circulo de raio p centrado em ( p,0)

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira IA892 - Anilise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 1 40/40



	Aula 1 - Complemento de Schur, Transformações de Congruência, LMIs e Estabilidade
	Tópicos
	LMIs
	Congruência
	Schur
	Estabilidade
	Finsler
	Lema da Projeção
	Regiões


