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Anélise de Estabilidade Robusta
Sistema Linear Politopico

@ Considere o sistema linear invariante no tempo
N
X(t):A((X)X, A((X): ZaiAiz (XG/\N, (1)
i=1

sendo Ay 0 simplex unitério dado por

N
ME{EERN Y g=1,5>0i=1,. N}
i=1

@ Utilizando a teoria de estabilidade de Lyapunov, é possivel formular um teste de
estabilidade robusta para o sistema (1) por meio da existéncia de uma matriz de
Lyapunov P(a) = P(ax)’ tal que

Ala) P(a)+ P(a)A(a) <0, P(a)>0, VaeAy

Este teste ndo € numericamente tratavel (dimensao infinita), a menos que uma
estrutura particular para P(a) seja fixada.
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Analise de Estabilidade Robusta
Certificado de estabilidade

Problema

Como certificar a estabilidade robusta (Hurwitz) da matriz A(c) para todo o € Ay
por meio de um teste que:

@ Seja dado em termos de um conjunto finito de LMIs.

@ Utilize apenas os vértices do sistema A;, i = 1,..., N como informagdes de
entrada.

@ Estratégia de solugéo: fixar estruturas particulares para P(«) (potenciais fontes
de conservadorismo) e explorar propriedades dos parametros incertos para testar a
positividade (ou negatividade) das desigualdades resultantes.

@ Nesta aula investiga-se duas estruturas particulares para P(a):
@ Pla)=P

N
o P(OC) = Z OC,'P,'
i=1
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Estabilidade Quadratica
Estabilidade Quadratica

Estabilidade Quadratica (EQ)

Teorema 1

O sistema (1) é estavelVa € Ay se existir uma matriz P = P' > 0 tal que

AP+PA <0, i=1,..N

Prova: Multiplicando por o; > 0 e somando de 1 até N, tem-se

N , N
(I; OCiAi) P+ P(i; oc,-A,-) =A(a)P+PA(a) <0

@ Os parametros incertos podem ser variantes no tempo, com taxas de variagao
(ec(t)) arbitrariamente rapidas.
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Estabilidade Quadratica

@ A estabilidade quadratica € uma condigao suficiente para a estabilidade
robusta de um sistema incerto, pois assume

Pa)=P ; P(a)=0
@ A mesma fungao de Lyapunov é usada para verificar a estabilidade de todo o

dominio de incertezas.

@ Resultado pode ser conservador na avaliagao de dominios de estabilidade no
caso de sistemas invariantes no tempo (ou no caso de sistemas cujos
parametros variantes no tempo possuem limites nas taxas de variagao).

@ Se verificada, a condicao garante a estabilidade de pA(a) para qualquer p > 0
(em outras palavras, para qualquer combinagao linear positiva dos vértices A;).

@ Outras escolhas para P(a) (ou outras formas para v(x)) tais como fungoes de
Lyapunov quadraticas por partes, poliedrais, afins, polinomiais, etc., podem reduzir
0 conservadorismo (nem sempre os testes sao formulados em termos de LMIs).
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Funcdes com Dependéncia Afim em o

Funcao de Lyapunov dependente de o

@ A fungéo de Lyapunov quadratica (no estado) v(x) = x’ Px fornece um certificado
de estabilidade para o sistema (1) que independe dos parametros incertos o € Ap.

Extensao

Obter um teste de estabilidade para o sistema (1) usando como certificado de
estabilidade a existéncia da fungéo de Lyapunov v(x) = x’P(a)x, com a matriz de
Lyapunov P(a) apresentando a estrutura

N
P(a)=Y aiP;, achy (2)
=
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Funcdes com Dependéncia Afim em o

Estratégia: Usar o Lema de Fisnler

@ Para « fixo, o Lema de Finsler fornece as seguintes condi¢oes equivalentes:

w= {ﬂ F Ba)=[Al@) -] s BH(a)= {A(Ia)} o) = {P?‘X) P(Oa)}

©® 3P(a) = P(a)' > 0 tal que
{H/{P?a) P(oa)HH@; VX X£0: [ Ae) —l][ﬂ:o

@ 3P(a)=P(a) >0talque A(a)P(a)+P(a)A(a) <0
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Funcdes com Dependéncia Afim em o
Lema de Finsler

® Ju(a) e R, P(a) = P(e)’ > 0 tais que

{ —u(@)A(a)yAla)  p(a)A(e) + P(a) } <0
p(a)A(e) + P(a) —H ()l

® 32 (a) € R2™" P(a) = P(a)’ > 0 tais que

{ P?a) P(OO‘) }ﬂ%’(a)[ Ale) - ]4’{ A(_O:)/ }%(a)ko

@ Definindo as particdes Xi(a) € R™"7, X5 (a) € R™"

7@=| e |

a condicao @ pode ser reescrita como 3X;(a) € R™", Xo(a) e R™" e
P(a) = P(a)' > 0 tais que

Xi()A(@) +A(a)' Xi () Pa)—Xi(a)+A(a) Xa(a) | _
P(a) + Xz () A(e) — X1 (@)’ —Xo(a) = Xp(a)’
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Funcdes com Dependéncia Afim em o

Linearizacdo: matrizes extras independentes de &

@ Importante: P(a) aparece isolada (ndo estd multiplicada por nenhuma matriz
fungdo de a) nas LMIs da condigdo @

@ Fixando algumas matrizes como constantes (independentes de «), tem-se:

XjA(a)+ A(e)' X]
P(a)+ XoA(a) — X —Xo —X’

N XiAj+AX] *
=) Pit XA —X|  —Xo— X}

i=1

e portanto, uma condigao suficiente para a existéncia de P(«) > 0 tal que
A(a) P(a)+ P(a)A(e) < 0 é dada pela existénciade P;=P; >0,i=1,...,Ne Xy,
Xo tais que

X1 A,—&-A;X{ P,‘—X-I —&-A;Xé

Pi+X2Ai—X1/ _XZ_Xé <0;i=1,....,.N
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Funcdes com Dependéncia Afim em o
Condic¢ao de estabilidade

Se existirem matrizes P;= P; >0, i=1,...,N e matrizes X1, X tais que

[ Xi A/+A;X1/ Pi— X +A;Xé

PI‘+X2AI_X-; _XZ_Xé :|<O;I:1,...,N

entdo P(a) = P(a)' > 0 dada por (2) é tal que A(a)' P(a) + P(a)A(ex) < 0.

Prova: Multiplicando as condigdes por o; > 0, ZL a; =1 e somando, tem-se

{ XiA(a)+A(@) X, P(ar)— Xy +A(a) X,
P(a)+ XoA(a) — X —Xp— X}

aplicando a transformagao de congruéncia obtém-se a condi¢ao desejada

| <o

[ ey | [ PSS TG [ |

= A()'P(a) + P(t)A(e) < 0

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira 1A892 - Anélise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 5



Funcdes com Dependéncia Afim em o

Linearizacdo: Lema da Projecao Reciproca

@ Mesma estratégia do Lema de Finsler: Isolar a matriz P(o) usando uma variavel
adicional.

Se existirem matrizes P; = P; >0, i=1,...,N e uma matriz V tais que

V-V VA+P, V
AVHP,  —P; 0 |<0, i=1..N
v 0 —P;

entdo P(a) = P(a)' > 0 dada por (2) é tal que A(a)' P(a) + P(a)A(ex) < 0.

Prova: Multiplique as desigualdades por «; € some parai=1,..., N, obtendo

V-V VA+P V

V-V VA@@)+P(a) V' N
A(a)'V + P(c) —P(a) 0 |=Yo|AV+R  —P 0
4 0 —P(a)| = v 0 P

O resto da prova segue do Lema da Projecao Reciproca.
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Funcdes com Dependéncia Afim em o

Outra estratégia: polindmios quadréticos

@ Uma segunda estratégia: uso de P(a) afim e de A(a) diretamente na expressao
A(a) P(a)+ P(a)A(a) < 0.

Se existirem matrizes P,-:P,f >0,i=1,...,N tais que
APi+PA <—l ; i=1,..,N
AP:+ PA; + AP + PA; 2 1 ;
iTp T A AT A < g

entdo P(a) = P(a)’ > 0 dada por (2) é uma fungdo de Lyapunov dependente de
pardmetros que certifica a estabilidade do sistema (1) para todo o € Ay.

i=1,...,N-1: j=i+1,....N
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Funcdes com Dependéncia Afim em o
Prova

Prova:

A(a) P(ax) + P(at)A(at) = ﬁ of (APi+PA)
i=1

N-1 N
+ Z Z oo (A;-P/‘-F PjA,‘-FA}P,‘-F P,‘Aj)
i=1 j=it1

@ Impondo as condigdes do Lema (lembrando que a;c; > 0):

N N-1 N >
A(a)/P(a)+P(a)A(a)<—(Z Z-Y Y aiaji) 1<0
i=1 =1 j=itt N-1
@ pois
N-1 N
(N—1) Za _22 Z Qo = Z Z (ai—aj)zzo
i= i=1 j=i+1 i=1 j=i+1
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Funcdes com Dependéncia Afim em o
Propriedades de LMIs: homogeneidade

@ Pela homogeneidade das LMIs nas variaveis P;, i =1,..., N, tem-se
A;P,'-FP,'A,' < -l

2
T

Al(eP;)+ (eP)A; < —el

2
Al(eP) + (eP)A; + Ai(eP) + (eP)A; < £ml
para qualquer escolha de ¢ > 0. Fazendo ¢ — 0, e adotando as mudancas de
variaveis P, =¢P;, i=1,...,N tem-se as condi¢cdes equivalentes (mais vantajosas
do ponto de vista numérico) L
A;-P,‘ +PiAi <0
A;-/_D/' + ,5in +A}:5,' + P,‘Aj <0

@ Impondo-se que todas as parcelas de uma soma ponderada por coeficientes
positivos sejam definidas negativas, tem-se uma condigao suficiente para que a
soma seja definida negativa.
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Funcdes com Dependéncia Afim em o

Combinagdo das idéias anteriores

@ Terceira estratégia: trabalhar com o produto de matrizes com dependéncia afim
diretamente na condicdo @ do lema de Finsler.

Se existirem matrizes P; = P; > 0, e matrizes X;, Xp;, i=1,...,N tais que

{ X1,'A,'+A;-X1/I- P,'—X1,'+A;-Xéi

<0;i=1,....,N
Pi+XoiAi—=X{;  —Xoi— Xy }

AXGy+ XAk AX 4 XA Pk Py =Xy = X+ AXG + AT
!

P,'—‘er—X.;i—X{j—‘ngjA,'—‘ngiAj —Xg,‘—Xéi—ng—ij
i=1,..,N=1: j=i+1,...,N

entdo P(a) = P(a)’ > 0 dada por (2) é uma fungdo de Lyapunov dependente de
parédmetros que certifica a estabilidade do sistema (1) para todo a € Ay, com

Xi( Za/vaXZ ZO‘/XZI N ASHAVY
=il
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Funcdes com Dependéncia Afim em o

Comentarios

@ A condigao garante que P(«) é uma fungéo de Lyapunov dependente de
parametro o que assegura a estabilidade assintética de qualquer A(a) € «7.

@ O mesmo resultado poderia ser expresso em termos das matrizes 2(a) e 2 («)
da condigao @ do lema de Finsler, definindo a seguinte estrutura para a matriz
2(a)

20)=py 5| 2= (3 4] A0=1a@ -0 i m=ia

Lema 5

Se existirem matrizes 2; € R2"2" com a estrutura acima e matrizes Z; € R2"<",
i=1,...,N tais que

Qi+ XiBi+ B! <0;i=1,....,N

i+ 2+ X B+ X B+ B + B <0 i =1, N1 j=i+1,.. N

entdo (o) + 2 () %(a) + %(a) Z () < 0.
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Funcdes com Dependéncia Afim em o

Relaxacdo com “varidveis do lado direito”

@ Considere T; £ AP+ PiA;, Tj = AiPj+ PjA; + AP+ PiA; e 0 seguinte polinémio
quadratico
Zoc Ti+ Z Z ojo5Tjj, a €y
i=1 j=i+1

@ Um teste suficiente para testar a negatividade de T(a) foi dado no Lema 3.
Outra estratégia para testar a negatividade desse polindmio consiste em introduzir
o0 seguinte polindmio majorante:

T(a) ZazX,,+2 Z Z 2o X = (a@1p)X(a@1n),
i=1 j=i+1
ala]’ [ X1 X2 - Xin] [ailn
. aly| (X2 X2 -+ Xon| |o2ln
(ax1))X(axly)=| . . - . )
anln] [Xin  Xon -+ Xawd Loawdn

sendo Xj; variaveis extras.
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Funcdes com Dependéncia Afim em o

Relaxacdo com “varidveis do lado direito”

@ Estratégia: Ao invés de testar a positividade de T (o) impondo restrigoes
diretamente nos coeficientes matriciais T; e Tj, a técnica consiste em aplicar um
teste diferente de negatividade em X(o) (que majora T(c)).

Se existirem matrizes P; = P > 0, e matrizes Xjj = X,; i,j=1,...,N tais que

Ti < Xji, T,'/'<2X,'/', i=1,....N, j=i+1,....N
X1 X2 o Xin
Xz X2 -0 Xon
X= B . <0nN
Xin Xonv 0 Xan

entdo P(a) = P(a)’ > 0 dada por (2) é uma fungdo de Lyapunov dependente de
pardmetros que certifica a estabilidade do sistema (1) para todo a. € Ay,

@ Ideia da prova: Teste de positividade de uma forma quadratica.
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Funcdes com Dependéncia Afim em o
Comentdrios Finais

@ Extensoes para tratar Z-estabilidade (regides convexas genéricas no plano
complexo) sao imediatas.

@ As condigoes apresentam diferentes graus de complexidade (niUmero de
variaveis escalares e nimero de LMIs).

@ Mesmo condigbes equivalentes podem apresentar desempenhos numéricos
diferentes (dependem do resolvedor de LMIs).

@ As mesmas estratégias podem ser usadas para o coOmputo de custos garantidos
Ho € Hoo.

@ Para P(a) dependente de « e parametros variantes no tempo, o tratamento do
termo adicional P(a) € um complicador a mais na obtengéo das LMls.
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Funcdes com Dependéncia Afim em o
Comentdrios Finais

@ As condigoes dos Lemas 1 e 3 sdo independentes, ou seja, ambas sao
suficientes para a estabilidade robusta porém uma néao contém a outra nem
vice-versa.

@ A condigao do Lema 4 contém as duas anteriores como casos particulares.

@ As condicdes dos Lemas 1, 3 e 4, baseadas em fungbes de Lyapunov
dependentes na forma afim do parametro o, contém a condigcao da estabilidade
quadratica (Teorema 1) como caso particular.

@ A técnica apresentada no Lema 6 pode ser aplicada a qualquer polinémio
quadratico.

P(a) > 0 tal que A(a)' P(@) + P(a)A(a) < 0 poderia ser testado com fungdes
polinomiais em o (condi¢gdes mais abrangentes do que as baseadas na fungdo com
dependéncia afim no parametro «).
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