IA892 — Analise e Controle de Sistemas

Lineares
por Desigualdades Matriciais Lineares (LMIs)

Aula 7: Sistemas Variantes no Tempo

Pedro L. D. Peres & Ricardo C. L. F. Oliveira

Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagao
Universidade Estadual de Campinas

29 Semestre 2022

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira IA892 - Analise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 7



—
O
o
=.
(@)
]
2]

Sistemas Politépicos Variantes no Tempo
Taxas de Variagoes Limitadas

Condigbes de Estabilidade

Sistemas a Tempo Discreto

Condigoes LMIs Para Variagoes Arbitrarias
Condigdes LMIs Para Variagdes Limitadas

Apéndice

P. L. D. Peres & R. F. Oliveira dlise e Controle de Sistemas Lineares por



Sistemas Politépicos Variantes no Tempo

Sistemas lineares variantes no tempo

@ Considere o sistema linear continuo no tempo
x(t) = A(a(t))x(1), (1)

sendo x(t) € R" o estado. O vetor de parametros variantes no tempo a(t) € RV
pertence ao simplex unitario Ay para todo t > 0. A matriz dinamica do sistema
pertence ao politopo

i=1

o = {A(oc) CA(a) = Z aj(HA;,ac AN}

com A; € R™ matrizes dadas.

Teorema 1 (Lyapunov)

A origem x(t) = 0 é um ponto de equilibrio robustamente estavel para o sistema (1)
para todo o € Ay se existir uma matriz simétrica X (o.(t)) > 0 dependente de
pardmetros continuamente diferenciavel verificando a desigualdade

da(t)
at

Ala (1)) X(e(t)) + X(a(t))A(ex(1)) + VaX(x(t)) <0

para todo a € Ny.
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Sistemas Politépicos Variantes no Tempo
Comentarios

@ A prova do Teorema 1 baseia-se na existéncia da fungdo de Lyapunov
v(x,a) = x'X(a(t))x, que é quadratica nos estados e depende
arbitrariamente de «(t). Para mais detalhes veja (Khalil, 1996).

@ Caso nao se tenha nenhuma informagéao do comportamento dos parametros
em relagao ao tempo, ou seja, se do(t)/dt é arbitrario, o uso de fungdes de
Lyapunov com dependéncia em c«(t) torna-se inviavel. Uma saida simples é
considerar a matriz X(o(t)) independente de parametros, i.e., X(a(t)) = X,
gerando os testes baseados na estabilidade quadratica.

@ Outras estratégias: (i) considerar fungdes de Lyapunov polinomiais de grau
arbitrario nos estados usando testes de positividade baseados em técnicas de
soma de quadrados; (ii) considerar fungdes de Lyapunov quadraticas por
partes (piecewise).

da(t)/dt conhecido

Caso tenha-se alguma informagao sobre a variagdo dos parametros no tempo,
como por exemplo a taxa maxima de variagao, o uso de fungdes de Lyapunov
dependentes de parametros é viabilizado.

| \
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Taxas de Variagdes Limitadas

Sistemas politopicos com taxas de variagdo limitadas I

@ Suponha que as taxas de variagdo dos parametros séo limitadas e dadas na
forma

b; < &j(t) < bj, b > by, 0 € [by, bj], Vt>0 )
Note que nesta modelagem o caso invariante no tempo, isto &, ¢&; = 0 esta contido
na analise. Como consequéncia, a estabilidade Hurwitz de A(a) é uma condicao
necessaria para a estabilidade de A(o(t)).

Derivando em relagdo ao tempo a restricdo de soma unitaria dos parametros,
tem-se

0 (1) + ap(t) 4+ an(t) =0 3)
Assim o dominio no qual os ¢;(t) assumem valores pode ser determinado por meio
da construcao da regiao definida pelas restrigoes lineares (2) e (3) (intersegao
entre um hipercubo e um hiperplano). Esta regiao é convexa e pode ser
representada por um politopo.
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Taxas de Variagdes Limitadas

Sistemas politopicos com taxas de variagao limitadas II

Note que as restri¢des (2) e (3) podem ser expressas na forma Agx < by e
Aex = be (representacdes padrdes de programacgao linear), com

by
—by
Ad=/N®{_11}, by = ,Ae=[1 1 - 1],be=0
_ N
bN N vezes
—bn

O problema de encontrar os vértices da regiao politdpica a partir das restrigdes
lineares é conhecido como problema de enumeragéo de vértices. Uma
implementagao computacional de um algoritmo que resolve o problema esta
disponivel no Multi-Parametric Toolbox (MPT) por meio do script Polyhedron.

P. L. D. Peres & R. F. Oliveira

le de Sistemas Lineares por

6/41



Taxas de Variagdes Limitadas
Exemplo N=2

@ Considere os limitantes —1 < ¢4 (t) <2, —1 < a»(t) < 3. Utilizando o MPT,
obtém-se os seguintes vértices para a regiao politdpica em que & (t) e dp(t)
assumem valores

1 1 -1 o8 i

o[ e[ 2 |

Assim, tem-se 02} i

R S or 4
& .

Lﬂ — B4 Bol? |

2

1 —1 -0:6— 1

_ﬁ1 |:_1:|+B2|:1 :|7 08 | 4

ﬁ 6/\2 I ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
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Taxas de Variagdes Limitadas
Exemplos N=3 |

@ Primeiramente considere os limitantes —1 < ¢4 (1) <1, -1 < () <1e
—1 < ag(t) < 1. Utilizando o MPT, obtém-se os seguintes vértices para a regiao
politépica em que a4 (t), & (t) e ds(t) assumem valores

10 0 1 —1 -1
(A" ¥ .. H]=|-1 -1 1 0 1 0
o 1 -1 -1 0 1
Assim, tem-se
éy 1 0 0 1 —1 —1
Op| =Py |1 +B2|-1|+Bs| 1 |+Ba| O |+Bs| 1T |+Ps| 0 |,BeENs
a 0 1 —1 —1 0 1

A regiao factivel é ilustrada na proxima figura.

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira IA892 - Analise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 7 8/41



Taxas de Variagdes Limitadas

Exemplos N=3 II




Taxas de Variagdes Limitadas
Exemplos N=3 III

Agora considere os seguintes limitantes —2 < og(t) < 2 (os limitantes de &4 (t) e
& (t) permanecem os mesmos). Os vértices da regiao politdpica em que & (1),
ox(t) e og(t) assumem valores séo

11 -1
(At w2 =1 11—
0 -2 0 2

Assim, tem-se

& 1 1 1 1
{é@] = B —1] +ﬁ2[1 ]4-[33[1 + B4 —1]7136/\4
i 0 2 0 2

A regiao factivel ¢ ilustrada na préxima figura.
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Taxas de Variagdes Limitadas

Exemplos N=3 IV
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Taxas de Variagdes Limitadas

Generalizacao para N arbitrério [

Generalizagao

A derivada de a(t) em relagéo ao tempo, denotada por &(t) € RV, existe e
pertence ao conjunto convexo

N .
7={6eR": s=cofh’,.. ./}, Y H =0, j=1...M}
i=1

definido como a combinagao convexa dos vetores W, j=1,...,M, dados a priori.
Note que a soma nula das linhas de H garante que (3) é atendida.

P. L. D. Peres & R. F. Oliveira ali le de Sistemas Lineares por - 12/41



Taxas de Variagdes Limitadas

Generalizacao para N arbitrario II

Comentarios

@ Como observado, o numero de vetores solugdes pode variar em funcdo dos
valores dos limitantes.

@ Um algoritmo genérico para a construgéo dos vetores H pode ser construido
usando-se recursao (veja apéndice). Contudo, a utilizagdo do MPT é
preferivel (resolve o problema com complexidade polinomial).

@ Em média, 0 nimero de colunas K é dado por 2V, o que dificulta o
tratamento de sistemas com um grande nimero de parametros.
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Condicoes de Estabilidade

Derivada da matriz de Lyapunov

@ Para fins ilustrativos, considere a seguinte matriz de Lyapunov linearmente
dependente de parametros

P(a(t)) = a1 (t)P1 + aa(t) P+ + an(t) Py
A derivada de P(«(t)) em relacao ao tempo resulta em

da(t)

VaPla(t) S

. N
= P(a(t)) = 61 ()Py + () Po+ -+ an(t) Py = ) &i(1)P;
com ¢;(t) = do;(t)/dt. Usando a hipbtese de que &(t) € 2, Vt > 0, tem-se

P(a) = ZZﬁ,HP,, Bely

i=1j=

@ P(at) depende linearmente de 8 € Ay € ndo depende de a € Ay.

@ Adaptar as condigcoes de estabilidade robusta baseadas em LMIs dependentes
de parémetros (caso invariante no tempo) é imediato, bastando incorporar o termo
P(a).
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Condicoes de Estabilidade

Condi¢oes LMIs

Teorema 2

Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P; € R™" tais que

N |
AP+ PA+Y WP <0, i=1_._N j=1..M
(=1

4ﬂ+mm+%a+ﬂm+2£@m<m
eqi:1wwN—Lk:H4vaJ:1wwM
entdo a matriz de Lyapunov (associada a fungdo de Lyapunov v(x, o) = x’' P(a(t))x)
P(a(t)) = a1 (t)P1 + op(t) P2+ -+ + an(t) Py (4)

garante que a origem x(t) = 0 é um ponto de equilibrio robustamente estavel para
o sistema (1) para todo o. € Ay € para todo o € 9.
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Condicoes de Estabilidade
Condi¢oes LMIs: prova

@ Com a matriz de Lyapunov dada em (4), tem-se

N

2
A(a) P(a) + P(a)A() + (Z oc,-) P(oc) = % B (% oc,? <A§P,-+ P;A+

i=1

N . N—-1
Zhépé) Z Z OC,OCk<APk+PkA +A/P—|—PAk+2ZhIP(>>
(=1

i=1 k=i+1

@ Note que o lado direito € um polindmio multi-afim, isto &, polinomial homogéneo
de grau dois em a e polinomial homogéneo de grau um em . Para finalizar a
prova, note que as restricoes do Teorema 2 garantem que esse polindbmio é
definido negativo para todo a € Ay e B € Ay.
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Condicoes de Estabilidade
Exemplo

@ Considere o sistema linear variante no tempo

0 1 0
x()=10 0 1| x(1), 0<p(t)<k
-1 -3—-p(t) -2

@ O objetivo é analisar a estabilidade robusta desse sistema computando a
méxima taxa de variagao y do parametro p(t), tal que a estabilidade é garantida
para qualquer |p(t)| < y. A simulagao é feita para a faixa k € [10 20]. Os resultados
sao mostrados na préxima figura.

@ A matriz dinamica desse sistema nao se encontra na representagao politopica.
Como o sistema apresenta apenas um parametro incerto, a conversao para a
representacao politdpica é imediata. A vértice Ay é obtido tomando-se o limite
inferior de p(t) e o vértice A, tomando-se o limite superior. A conversao da taxa de
variagao dos parametros segue das relagdes |1 (t)| = |oa(t)| = |p(t)|/(P—p) < 7.
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Condicoes de Estabilidade

Exemplo

@ Resultados:

85

80

75

70+

65~

551 Teorema 2
50

45|

a0 < Estabilidade Quadratica ~ 9.71

P.L.D.Peres&R.C.L i - Aula7 18/41



Condicoes de Estabilidade
Observacoes

Comentarios

@ Os resultados do Teorema 2 podem ser melhorados considerando-se a matriz
de Lyapunov P(a) como um polinbmio homogéneo de grau arbitrario nos
parametros incertos. Relaxacdes de Pélya também podem ser usadas.

@ Mesmo aumentando o grau da matriz de Lyapunov e usando as relaxagoes de
Pdlya, as condigdes nao vao tender para a necessidade, uma vez que nao foi
provado que uma funcdo de Lyapunov quadratica nos estados com P(a(t))
polinomial em ¢ (t) é necessaria e suficiente para garantir estabilidade.

@ Para trabalhar com matrizes de Lyapunov polinomiais homogéneas de grau
arbitrario é necessario programar um algoritmo que faca a derivada de
Pg(a(t)) em relacdo a oo e em relagdo ao tempo de maneira sistematica e
genérica.

@ Requisitos de desempenho, como as normas .75 e ., podem ser
incorporados as condigoes.
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Sistemas a Tempo Discreto

Sistemas Discretos

@ Considere o sistema linear discreto no tempo
x(k+1) = A(a(k))x(k), (5)
sendo x(k) € R" o estado. O vetor de parametros variantes no tempo a(k) € RN

pertence ao simplex unitario Ay para todo k > 0. A matriz dindmica do sistema
pertence ao politopo

o = {A(a) Ala) = ﬁ o;(K)Aj,a e /\N}

i=1
com A; € R™" matrizes dadas.

Teorema 3 (Lyapunov)

A origem x(k) = 0 é um ponto de equilibrio robustamente estavel para o sistema
(5) para todo o € Ay se existir uma uma sequéncia limitada de matrizes simétricas
P(a(k)) > 0 dependente de pardmetros verificando a desigualdade

[P(a(k)) A(a(k))’P(a(kH))} -0
* P(a(k+1))

para todo a(k) € Ay.

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira IA892 - Analise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 7 20/41



Sistemas a Tempo Discreto
Comentarios

@ A prova do Teorema 3 segue da avaliagdo da primeira diferenga da fungdo de
Lyapunov v(x(k),a(k)) = x(k)' P(a(k))x(k) ao longo das solugdes do sistema (5)
e aplicando-se um complemento de Schur.

@ Para transformar as LMIs dependentes de parametros do Teorema 3 em LMls
convencionais € necessario impor uma estrutura particular para a matriz de
Lyapunov P(a(k)). Por exemplo P(o(k)) = P (estabilidade quadratica) ou
dependendo linearmente em a(k), isto é, P(a(k)) = oy (k)P1 +---+ an(K)Py.

@ O caso discreto apresenta caracteristicas particulares nas situagoes: (i) (k)
varia “arbitrariamente” entre dois instantes de tempo; (ii) a(k) possui taxa de
variagao limitada entre dois instantes de tempo.

@ Note que em sistemas discretos obtidos da discretizagcao de uma planta
continua, o tempo de amostragem tem relagdo direta com a maxima taxa de
variagao permitida entre dois instantes de tempo.
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Condicdes LMIs Para Variagdes Arbitrarias

Condi¢oes LMIs (taxas arbitrarias)

@ Considere o caso em que «(k) varia arbitrariamente entre dois instantes de
tempo, i.e. a(k+1) = B(k), B(k) € An.

Teorema 4 (Daafouz & Bernussou, 2001)

Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P; € R™", i =1,...,N tais que
as seguintes LMls s&o verificadas

* P;

{H AiPj
J

}>0,i:1wwNJ:1wwN

entdo o sistema (5) é robustamente estavel.

@ Prova: Multiplique as desigualdades por «;(k)f;(k) e some para obter

{P(a(k)) A(Oﬂ(k))’P(ﬁ(k))} _ {P(a(k)) A(a(K))' P(a(k +1))
* P(B(k)) * P(a(k+1))

cuja factibilidade fornece P(a(k)) > 0, garantindo a estabilidade robusta do sistema
para toda variagao arbitraria de (k) € Ay.

>0
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Condicdes LMIs Para Variagdes Arbitrarias

Comentarios

@ Caso as condigdes do Teorema 4 nao encontrem uma solugao, entdo condigoes
baseadas em estruturas polinomiais homogéneas de grau arbitrario g para a matriz
de Lyapunov P(a(k)) também nédo encontrarao uma solugdo. Essa caracteristica
deve-se ao fato de que a(k + 1) = B(k) pois o produto A(a(k))' P(B(k)) tem a
propriedade de preservar os monoémios resultantes de g = 1 qualquer que seja

g > 1. Note que as LMIs geradas (restrigoes) sao os coeficientes dos mondmios.

@ Uma maneira de obter testes menos conservadores para o caso de variages
arbitrarias de o(k) € considerar matrizes de Lyapunov que dependem de maneira
“multi-afim” nos instantes de tempos sucessivos de o(k). Por exemplo, considere a
seguinte matriz de Lyapunov

P(a(k),o(k+1)) ZZa,(k aj(k+1)P;
i=1j=

Nesse caso, a matriz de Lyapunov candidata depende do instante atual k e do
préximo instante k + 1. Note que agora o nimero de variaveis Pj; é N2,
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Condicdes LMIs Para Variagdes Arbitrarias
Condi¢oes LMIs

Teorema 5 (J.-W. Lee, 2006)

Se existirem matrizes simétricas definidas positivas Pjj € R™",i=1,...,N,
j=1,...,N, tais que as seguintes LMlIs sdo verificadas

[Pij AiPje

RS } >0, i=1,..,N,j=1,...N,¢=1,....N

entdo o sistema (5) é robustamente estavel.

@ As condigoes do Teorema 5 sdo menos conservadoras do que as condi¢des do
Teorema 4, inclusive contendo-as como um caso particular a partir da escolha
Pj = P;, Py = P;.
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Condicdes LMIs Para Variagdes Arbitrarias

Condi¢oes LMIs — Exemplo

@ Considere N=2¢

Xl 1) = (@0 +aaax. A= % 0. a= )]

O objetivo é determinar o maior valor de u tal que o sistema é robustamente
estavel. O Teorema 4 encontra umax = 0.4776 e o Teorema 5 encontra
Hmax = 0.5131.

25/41
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Condicdes LMIs Para Variagdes Arbitrarias

Comentarios

@ A estratégia de considerar a matriz de Lyapunov dependendo de mais de um
instante de tempo pode ser generalizada para M € N instantes de tempos a frente.
Isto &,

N N
P(o(k),...,a(k+M)) = Z Z aj, (k)--- o, (kK+M)P;, i, (6)

i1 =1 IMi1

@ Se o sistema for robustamente estavel, sempre existird uma matriz de Lyapunov
dada por (6) garantindo a estabilidade para um M finito. Esse resultado caracteriza
um condicao de estabilidade semi-decidivel. Para mais detalhes veja

J.-W. Lee and G. E. Dullerud, “Uniform stabilization of discrete-time switched and
Markovian jump linear systems,” Automatica, vol. 42, no. 2, pp. 205-218, February
2006.

@ O ndmero de variaveis e o nimero de linhas de LMIs cresce exponencialmente
com M.
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas

Condi¢oes LMIs (taxas limitadas)

@ Considere novamente o sistema
x(k+1)=A(a(k))x(k)
com o(k) € Ay e A(a) pertencente ao politopo 7.
A taxa de variagdo dos parametros incertos é dada por
Aai(k)=aj(k+1)—ai(k), i=1,....N

e, como a(k) € Ay, tem-se que

N
Y Agj(k) =0.
i=

Primeiramente, assume-se que Ag;(k) € limitado e satisfaz a condigao

—1<b; < Aqj(k)<b;<1, bj>bj, 0€[b;bj, bi,beR
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas
Comentarios

Comentarios (taxas limitadas)

@ O caso b; = b; = 0 (parametros incertos fixos) corresponde ao caso classico
de estabilidade robusta para sistemas discretos invariantes no tempo com
incertezas politépicas. Relaxagdes LMIs com convergéncia garantida podem
ser usadas para construir solugdes polinomiais homogéneas de grau
arbitrario que certificam a estabilidade robusta do sistema.

@ O caso b; = —b; = 1, em modelos politépicos, corresponde a variagdes
arbitrarias do instante k para o instante k + 1 dentro do simplex. Esse caso foi
tratado primeiramente com fungdes de Lyapunov afins e, posteriormente, com
fungbes multi-afins nos instantes sucessivos.

@ Ocaso —1 < b; < U; < 1 merece tratamento especial, principalmente pelo fato
de que em sistemas discretos variantes no tempo a variagdo maxima Ao(k)
depende do valor do parametro (k) no instante k.
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas

odelo para os parametros

@ Se Aaj(k) for considerado independente de «;(k), introduz-se conservadorismo

no modelo.

Como ilustrado na figura ao lado (b; =
—b; = b), os valores factiveis de Aa;(k)
(area escura) dependem dos valores de
o;(k). Essa é uma diferenga importante
entre os modelos de sistemas continuos e
discretos, no caso de parametros variantes
no tempo.

A obtencgao dos vértices do hexagono pode
ser realizada como no caso continuo, isto
€, por meio da enumeragao dos vértices
associados as restricoes lineares

0<e;<1, - b<A@;<b, 0<aj+Aq; <A1

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas
Modelo para os parametros — produto cartesiano

@ Na figura, qualquer par (;, Ac;) pertence ao politopo I';, i=1,...,N dado por
6
rié{6€R2:5:leh', )LE/\G}
j=1

[oi0i1-bi1i1 b
[ hﬁ]_{oabs b sos—bs—b}

ou seja, I'; € o envelope convexo dos pontos extremos (vértices) da area factivel.
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas

Modelo para os parametros — espago V|

@ Para modelar o espago paramétrico completo, isto &, (o4, ..., oy, Ady,. .., Aay),
basta considerar as restri¢coes lineares Ax < b, Agx = be com

_ 11-
[0y T 1 1 e [0}
1 . diag(/N®|:_1:|,/N®|:_1}) 51
: A= -b
1 1 ’ by
x2 | ol {’N@) M e {—1” b2 | (7)
1 0 1 b
. An 2 1xN 1xN be 2 |: :| —by
em e 01N Tyen]” T2 (O)” 1
Iyt @ M

e obter os vértices do politopo resultante por meio de um algoritmo de enumeragéo
de vértices (script Polyhedron do MPT).
O politopo resultante, chamado I, é representado no caso geral por

Moo
r={scmr™:5=Y 40, 1chu}
j=
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas
Modelo para os parametros — espago v 11

sendo W € R2N os vértices do politopo. De maneira geral, o niimero de vértices M
cresce como fungao de N.

Nessa nova modelagem, tanto o quanto Ao séo tratados de maneira conjunta em
um espago aumentado, chamado espaco v, de dimensao 2N.
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas

Modelo para os parametros — exemplo

@ Considere, por exemplo, N = 2. Os vértices do politopo I, construido a partir de
|Aaq| = |Aap| < b (limitantes simétricos e iguais) sdo dados por

1 1 0 O b 1-b
1

TH & .. fwl |0 0 1 1-b b
[ he .. h"”]—{m % w0 =P 0 b = b |
0O b 0 -b b  -b

com M = 6. O primeiro passo para tratar uma LMI dependente dos parametros a e
Aa é re-escrever as LMIs no espago y. Da definicao de I', observa-se que (a, Aa)
e y relacionam-se por uma transformacao linear

(Aaa>:Hy, H=[h - hyl, vehu

ou mais precisamente
M M
a=Yfy  Be=Yon
]: /:

No exemplo, tem-se
=y +r+br+(1-b), w=r+nu+(1-b)r+br
Aoy = —by + bys — bys + by, Aop = by, — bys + bys — bye.
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas

Func¢des de Lyapunov para estabilidade

@ A estabilidade de sistemas discretos variantes no tempo com taxas limitadas
pode ser estudada por meio de fungdes de Lyapunov.

Classes de fungdes de Lyapunov

@ Funcdes de Lyapunov multi-afins nos instantes sucessivos de tempo de k até
k + M (dependentes de caminho);

@ Funcdes de Lyapunov polinomiais homogéneas de grau g;
@ Combinagdes das duas (i.e., multipolinomiais em instantes sucessivos).

Uma vez definida a estrutura, deve-se fazer um lifting da LMI dependente de
parametros para o espago ¥, ou seja, A(a), P(a) e P(a+ Aca) devem ser
re-escritos em termos de y € Ay,.

No caso da estrutura dependente de caminho, Aa(k +1),Ao(k+2),...,
Aa(k+L—1)também precisam ser expressos em termos de y. Nesses casos é
possivel estender as matrizes dadas em (7) sem grandes dificuldades, embora o
nimero de parametros em y rapidamente torne-se proibitivo de ser tratado em
termos da complexidade computacional demandada.
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas

Observacoes

Comentarios

@ Condicoes na forma de LMIs podem ser obtidas usando-se as relaxagoes
mostradas anteriormente;

@ Extensoes para tratar critérios como custo garantido 7% e .74, no contexto
dessa classe de sistemas podem ser obtidas;

@ As variaveis de folga também podem ser usadas, fornecendo vantagens em
termos de andlise ao custo de maior esforco computacional.
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas
Exemplo

@ Considere um sistema politdpico discreto variante no tempo com a matriz
dinadmica dada por A(a) = o4 (k)A1 + oo (k)Aso. A taxa de variagao dos parametros
€ -0.7<Aa;<0.7,i=1,2. O objetivo é investigar a estabilidade robusta desse
sistema usando a fungao de Lyapunov v(x) = x’(a4 (k) Py + o (k) Po)x.

@ A primeira etapa consiste em encontrar a matriz de transformagéo H que é
composta pelos vértices do politopo I'. Nesse caso, a matriz H é dada por

1 i1i0i 0 {0307
H_| 0 foiti 1 107 03
~ | -07i0i0}{ 07 { 07 {-07

0.7 i0i0i—-07i-07i 0.7

@ O proximo passo é converter as matrizes A(a), P(a) e P(ax+ Aa) para o
espaco 7.
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas
Exemplo

@ Com as relagoes

oy =7 +Y+03%+0.7y, Op=Y+71+075+0.3%
Aoy =—-0.7y1+0.7y4+0.7y5—-0.7y5, Ao =0.7y—0.7y4,—0.7y54+ 0.7,

obtém-se

Ala) = (1 +71+0.3%+0.7%)A1 + (13 + 14+ 0.7%5 + 0.3%) A2
= A n+ Ay Yo+ As 13+ Ao v4+(0.3A1+0.7A2) 15+ (0.7A1 +0.3A2) 15
NN NG

Az Az Ay As As

h N

I
Mo
\)>|
=

I
h Y|
2

De maneira similar, obtém-se P(y) a partir de P(«) = oy (k) Py + aa (k) Po.
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas
Exemplo

@ Para converter P(a + Aa), tem-se

Ploa+Aa)= (a1 +Aay)Pi+ (0p + Aap)Ps

=031 +7+0.77+15)P1+ (0.7 + 13 +0.372 + 1) P2
(0.3P1 +0,7P2)71 + Py o+ Po }’3+(0,7P1 +0.3P2)}’4+ Py 154+ Po v
—_ = T =T — 2 T =~

Py P> P3 Py Ps Ps

iYi

Il Il
T Mo

()

@ Finalmente, pode-se aplicar qualquer relaxacao vista nas aulas anteriores na
seguinte LMI dependente de parametros

>0, VyelAy
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Condicoes LMIs Para Variagdes Limitadas
Exemplo

@ Considere agora a matriz

Aatk) =) |0 ol o0 | 0 5

Aplicando a relaxagao de polindmios quadraticos na LMI dependente de
parametros apresentada anteriormente, obtém-se a seguinte solugdo (V =6,
L=284)

0.6641 0.1044 05319  —0.0806
Pa) = aa (k) {0.1044 0.9508}”‘2(") {—0,0806 0.7935}’

certificando a estabilidade robusta do sistema para todo (a(k),Aa(k)) €T.
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Apéndice
Algoritmo para o Computo dos vetores H

@ O algoritmo (de complexidade exponencial) de montagem do conjunto & pode
ser sintetizado na seguinte forma: Encontre todas solu¢des de

o +op+--+day=0
tomando os extremos das restrigoes
b, <a;(t)y<hb;, i=1,...,N
@ Exemplo: N=2, -1 <oy (t) <2, —1 < ap(f) < 3. Tomando o extremo inferior de

o (t), tem-se
-1 +d¢2(f) =0= dg(f) =1

Como ax(t) = 1 pertence ao dominio de dx(t), entdo o vetor [-1 1]’ define uma
coluna do conjunto 2. Na seqliéncia toma-se o extremo superior de ¢4 (t), ou seja

2+ Gp(t) =0 = ép(t) = —2.

Como @ (t) = —2 nao pertence ao dominio de d&»(t), o vetor [2 — 2]’ é descartado.
Agora os extremos de dx(t) sédo considerados, ou seja

oq(t)—1=0=0a;(t)=1, Solugao valida

Gerando
12| -1 1
L ]—{ 1 1 }
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Apéndice
Algoritmo: Exemplo N =3

@ Exemplo: N=3, -1 <aq(f) <1, -1 <an(t) <1, -1 < og(t) < 1. Primeiro passo:
-1 +d2(t)+d¢3(t) =0

Para que reste apenas uma variavel, os limitantes de ax(t) também sao

substituidos (comecgando pelo inferior)

—1—-1+d5(t) =0= dg(f) =2. Solugado nao valida.

Com o limitante superior de &»(t), tem-se
—1+1+0d3(t)=0= ag(t)=0.

que é uma solugdo valida, gerando o primeiro vetor ([—1 1 0]') do conjunto 2.
Repetindo o procedimento, conseguem-se todas as solugdes validas gerando

-1 -1 1 1 0 0
WP = 1 0 -1 0 1 —1
o 1 0 -1 -1 1
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