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Definicao Frequencial - Sistemas Continuos

Norma 7%, para sistemas continuos

Considere o sistema linear invariante no tempo

x(t) = Ax(t) + Bw(t) (1)
y(t) = Cx(t) + Dw(t) 2)

com x(t) € R" representando o estado, w(t) € R™ uma entrada exogena e
y(t) € RP a saida medida.

@ A matriz de transferéncia de w para y é dada por

H(s)=C(sl—A)'B+D
e a norma %%, é definida como

IH(S) || = g‘gﬁ Omax (H(/w))

com o;, i=1,...,min(m,p) (valores singulares de H(jw)) dados por

= /2 (H(jo)*H(jw)) = VA (H(jo)H(jo)*)
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Definicao Frequencial - Sistemas Continuos

Norma 2, sistemas SISO

@ Em sistemas SISO, a norma 7%, corresponde ao maximo do diagrama de
magnitude de Bode

Diagrama da Magnitude
T

w (rad/s)
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Definicao Frequencial - Sistemas Continuos

Norma %, Sistemas MIMO

@ Para sistemas MIMO, a norma .74, € o maximo valor atingido pelo diagrama de
valores singulares (fun¢éo sigma no Matlab)

o Exemplo: H(s) estavel com 3 entradas e 4 saidas (3 valores singulares)

05 .
107 107

freq (rad/s) ° *

» No Matlab, a norma %, de um sistema conhecido pode ser computada pelas
fungbes hinfnorm(sis) OU norm(sis, inf) sendo sis um objeto criado com a
funcdo ss. Exemplo: sis=ss (A, B,C,D) com A, B, C e D matrizes dadas.
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Definicao Temporal
Norma J#,: ganho .%»

@ Considerando que w(t) € um sinal de energia, ou seja,

/Omw(r)’w(r)d7:<+oo = w(t)e%H

a norma %, pode ser caracterizada pelo menor valor de y tal que

y(@llz <w(Bll2 , w(t) € 2

@ De maneira similar, estabelece-se a seguinte equivaléncia

IH(S)llo <7 <= y(&)y(t) < Pw(t) » wt)e 2
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Definicao Temporal

Bounded Real Lemma

@ Para um sistema estavel, a norma %, pode ser caracterizada por meio da
funcao de Lyapunov v(x) = x'Px, P= P’ > 0, impondo-se (com x(0) = 0)

V+yy—pPww<0
» levando em conta as equagdes do sistema, tem-se
x |'[ AP+PA+C'C PB+C'D [ x ] _,
w BP+DC D'D— w

@ (“Bounded real lemma’) A é assintoticamente estavel e ||H||. < y se e somente
se existir uma matriz simétrica definida positiva P € R™" tal que

BP+DC D'D—2l
@ Outras formas equivalentes poderiam ser obtidas. Por exemplo, aplicando
complemento de Schur, transformagéo de congruéncia e mudanca de variavel,

{A’P+PA+C’C PB-&—C’D} o

tem-se
AP+PA PB (C
BP -1 D |<o0
C D —7
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Condicoes Equivalentes

Bounded Real Lemma: Manipulacdes

e Para y> 0, existe P= P’ > 0 tal que

AP+PA+C'C PB+CD | _[ AP+PA PB c
BP+DC D’D—yzl} { BP —)ﬁl}+{D’}[C D<o

AP+PA PB C
= BP -l D | <0 (complemento de Schur)

Cc D -l

se e somente se existir (y2P) = (y2P)’ > 0 tal que

yY1 0 0 AP+PA PB C yY1 0 o0
o 1o BP -1 D 0o y'1 o |=
0 0 C D - 0 0o 1

B (y2P) -1 D'
Cc D —7

A(r2P)+(r2P)A (y2P)B C
[ ] <0
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Condicoes Equivalentes
Norma %, por LMIs

@ a norma %, pode ser computada por meio de um procedimento convexo de
otimizagao.
Defina u = ¥ e resolva
min n
P=P >0
sujeito a

AP+PA+C'C PB+CD

Bp+oc  DD-ul | <0

@ Como ||H(S) ||~ = ||H(S) ||, também pode ser calculada a partir do seguinte
problema de otimizagao (dual)

min n
W=Ww >0
sujeito a

AW+ WA + BB WC'+BD'
CW+ DB DD’ — pl
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Condicoes Equivalentes
Condicoes estendidas pelo Lema de Finsler

@ Usando o Lema de Finsler, condigdes equivalentes para o computo de norma
I podem ser obtidas

Defina

0
o| _ I -A 0 -Bl ,_
0| ? o —c 1 -p|i°~

o O T[|go
OO0
o=—0O0
S x x

@ Existe P = P' > 0 tal que

E9E<0 VE : BE—0
se e somente se existir P= P >0 e 2~ € REP+mx(n+p) ta| que

Q4+ X B+B 2 <0

o Note que &’ 2& = X'Px+x'Px+y'y —uw'w
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Condicoes Equivalentes
Condicoes estendidas: LMIs na forma ndo compacta

» poderia ser formulado diretamente em termos das submatrizes de
2 e R(@n+p+m)x(n+p)

Fi Gy
@ — Fo Go| Fi,Fo eR™1 Gy,Gp € R™P F3 € RPXT
~|Fs Gs|' F4 € R™*N Gy € RP*P G, € R™*P
Fs Ga
min u
”7F17F27F37F4
Gy,Gp,G3,Gy,P=P >0
sujeito a
Fi+Ff P-FA-GiC+F, Gi+F;

«  —FRA-AF,—G,C-CG, Gy—AF,-CG,

* * Gs+ Gy +1

* * *

“FB-GD+F,
_F2B—GyD—AF,-C'G,
“FB-GsD+ G, <0 @
_F,B—BF,— GyD- DG, pl
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Definicao Frequencial - Sistemas Discretos

Norma 7%, para sistemas discretos no tempo

@ Considere o sistema linear invariante no tempo

x(k+1) = Ax(k) + Bw(k) (4)
y(k) = Cx(k) + Dw(k) (5)
com x(k) € R" representando o estado, w(k) € R™ uma entrada exdgena e
y(k) € RP a saida medida.

@ A matriz de transferéncia de w para y é dada por

H(z)=C(A-A)""'B+D
e a norma %, é definida como

IH(2)l = max_ omax (H(exp(jo))

7,7)
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Definicao Frequencial - Sistemas Discretos

Norma 5%

# Considerando-se que w(k) é um sinal de energia, ou seja,

Y w(k)w(k) <+ — w(k)elp
k=0
a norma %, pode ser caracterizada pela relagao

IH@)w <y <= y(k)y(k) < Pw(k)w(k) , welp

" freq (rad/s) '
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Condicoes LMIs e Equivaléncias

Bounded real lemma: caso discreto

@ Para sistemas estaveis, a norma J%. pode ser caracterizada por meio da como
funcao de Lyapunov v(x) = x' Px impondo-se

x(k+1) Px(k+1)—x(k) Px(k)+y(k) y yzw(k Yw(k) <
» levando em conta as equagdes do sistema, tem-se

{ :v((/l(()) }/{ A/BP/’AP;iJB’%/C B’ﬁ.;PA—BBL’g/—Dﬂ } { ;(V((l;)) } <0

@ (“Bounded real lemma’ — caso discreto) A é assintoticamente estavel e
||H|l~ < v se e somente se existir uma matriz simétrica definida positiva P € R"*"

tal que

P AP 0 C
APA-P4+C'C  APB+CD PA P PB 0
BPA+DC  BPB+DD—Il <0 = o 8P 1 D |0
C 0 D A
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Condicoes LMIs e Equivaléncias

Bounded real lemma: manipulagdes

o Para y> 0, existe P= P’ > 0 tal que

APA-P+C'C  APB+CD | [APA-P  APB +cf
BPA+DC BPB+DD—-9| | BPA BPB—¥l|"|D

i RSN R

I [C D |

}[c D] <0

P 0 C7 [AP S’ ;I o Bp
0 Al D|-|BPIP'[PA PB 0]>0 <= >0
c D | 0 c D

!

/ /
y g ygl g’ g’l; ) XPx+XCz+xXAPw+yyy+yDz
— }Z/ c D | 0 }z/ = +y'BPw+ZCx+2ZDy+7z
w| |PA PB 0 P||w +w'PAX +w'PBy +w'Pw > 0
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Condicoes LMIs e Equivaléncias

Bounded real lemma: manipulagdes

# se e somente se existir P= P’ > 0 tal que (rearranjando o vetor para
[x w y Z ]', 0 que equivale a trocar — linhas e colunas — 2 com 3, e
depois 2 com 4; ou 2 com 4, e depois 3 com 4)

P AP 0 C
PA P PB 0
0 BP I D
c o0 D 1

o se e somente se existir (y 2P) = (y 2P)' > 0 tal que

>0

Y1 o 0 o0 P AP 0 C(C vy 0 0 o0
o 1 0 o0 PA P PB O o 1 o o |
0 o y'1 o 0 BP 1 D 0 o ' o |~
0 0 0o 1 c o0 D 1 0 0 0o 1
(v 2P) A(y?2P) 0 c
(y2P)A (y2P) (r2P)B 0 0
0 B(y2P) I o |~
C (] D |
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Condicoes LMIs e Equivaléncias

Bounded real lemma: manipulagdes

@ As trocas de linhas e colunas poderiam ser feitas por operagoes
“bloco”-elementares

I 0 0 0 I 0 0 0
0o 0o o |1 0o 0o I o
0o o 1 o o 1 0 o0
0o I 0 o0 0o o0 o0 I

troca linha2 com4  troca linha 2 com 3

I 0 0 0 I 0 0 0
o I 0 o 0o 0 o0 I
0o 0o o0 I o o0 I o
0o 0o 1 o o 1 0 0

troca linha3 com4  trocalinha 2 com 4

P 0 C AP
o ¥I D BP
c

o—00

0
0
0
1

-0 00
o=-—00

0
1
0
0

oo —
oo =—-—0O
oo —

troca coluna2 com 3 troca coluna 2 com 4

Too
o
o

0 C AP
2l D B’P:|

-0 0o
o—00
oo —0O
-0 00
o=—-00

0 I
I 0
0 0
0 0

oo —

troca coluna 2 com 4 troca coluna 3 com 4

I 0 0 0J[P 0 C AP][l 0 0 0 P AP 0 C
oo o 1||o & DO BP0 O 1 Of |PA P PB O
“lo 1 oo0/|lc D 1 o]0 o0 0 I 0 BP 4 D
001 o0|PAPB O P|[OI1 00O c o0 D I
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Condicoes LMIs e Equivaléncias

Norma 7, por LMIs

@ a norma 7, pode ser computada por meio de um procedimento convexo de
otimizacao
Defina u = ¥ e resolva

P AP 0 C
PA P PB 0

min u sujeito a >0
P= P/ >0 0 B/P | D/
c 0 D ul
@ Ou, como ||H(S) |« = [|H(S) ||
w AW 0 B
min u sujeito a WA W Wwe 0 >0
B 0 D ul
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Condicoes LMIs e Equivaléncias
Condicao estendida pelo Lema de Finsler

@ Usando o Lema de Finsler, condigdes equivalentes para o computo de norma
I podem ser obtidas

Defina
P 0 0 0 x(k+1)
o P 0 0| _ 1 —A o0 -B , | xtk
?=lo 0o 1 o|'?=|o —c 1 -b|'°=| yk
0 0 0 —ul w(K)

@ Existe P= P’ > 0 tal que

E'9E <0 VE : BE=0
se e somente se existir P= P’ >0 e 2~ € RCMP+mMx(1+p) ta| que

D+ XB+B X <0

o Note que "2 = x(k + 1) Px(k +1) — x(K) Px(K) + y (k) y (k) — pw(k) w(k)
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Condicoes LMIs e Equivaléncias

Condicao estendida: forma nao compacta

» poderia ser formulado diretamente em termos das submatrizes de
2 e R(@n+p+m)x(n+p)

F Gy
= F G ) F1,F2€Rnxn,G1,GgER”XP,F3€RDXH,
- Fs G3 ' Fy e ]Rmxn, G3 € RPXP, G4 c RMxpP
Fy Gy
min u
#7F1>F27F37F4
G1,GZ,G3,G4,P:P/>0
P+ Fy +F1/ —F1A—G1C+Fé Gy +Fé
* —P-FRA-AF,-G,C-C'G, G,-AF;-CGj
* * Gs+ Gy +1
* * *
—F1B-GiD+F)
—FoB-G,D-AF,-C'G, <0
—F3B—G3D+ G
—F4B—-B'F;—G4D-D'Gy—pl
e F1 =—P, G3 = -1, P= P e zerando os demais blocos, recai-se no “bounded real

lemma”
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