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Estabilidade Robusta
Sistemas continuos

O sistema linear

x=A()x ; A()e
possui parametros incertos (fixos ou variantes no tempo, com taxas de variagao
conhecidas ou entao com taxas de variagao arbitrarias).

A estabilidade robusta ocorre se a seguinte condicéo for verificada VA(-) € «:

° tlim x(t) — 0, para condicao inicial x(0) arbitraria

—o0
@ para sistemas invariantes no tempo, a condi¢cao acima é equivalente a
max Re{A;(A(}))} <0,i=1,...,n ; VA()e &
]

# Além de variantes ou invariantes no tempo, as incertezas podem ser

classificadas em fungao da descricdo do conjunto .«# como incertezas politopicas,

intervalares, estruturadas ou néo estruturadas, satisfazendo alguma estrutura
especial, etc.
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Estabilidade Robusta
Sistemas discretos

O sistema linear

x(k+1)=A()x(k) ; A()e

possui parametros incertos (fixos ou variantes no tempo, com taxas de variagao
conhecidas ou entdo com taxas de variagao arbitrarias).

A estabilidade robusta ocorre se a seguinte condicéo for verificada VA(-) € «:

° klim x(k) — 0, para condigao inicial x(0) arbitraria
—o0

@ Sistemas incertos invariantes no tempo
» A estabilidade robusta de A(-) € «, A(-) € R"™" ¢é equivalente a

max |Ai(A())| <1 ; i=1,....n VA() e &
1
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Incertezas

@ Incertezas politopicas
X= A(a)x ; A(a) €
M:{A(a : Zoc,A,,Za,_1 ;a,-zo}
o Vértices A;, i=1,...,N sdo conhecndos

@ Incertezas na forma afim (p parametros incertos) ou hiperretangular
X=(Ag+01A1+-+0pAp)x ; 6€[0,6]; j=1,..p
@ Incertezas limitadas em norma
x=(A+FAG)x ; |A] <1
@ Incertezas intervalares

X=Ax ; Amin <A< Amax
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Incertezas

@ Incertezas na forma linear fracionéria

» Considere o sistema

x = Ax+ Bw
z=Cx+ Dw
e suponha que a entrada exdégena w é proporcional a saida z, ou seja, w = Az.

Entao,

x = (A+BA(I-DA) ' C)x
» A representa o sistema nominal

@ A € /5 representa a incerteza

@ pode ou nao ter alguma estrutura particular (por exemplo, diagonal)

@ Outra maneira de representar incertezas: “blocos” em diagramas envolvendo
matrizes de transferéncia
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Incertezas
Incertezas politopicas: caso continuo

# A estabilidade dos vértices ndo garante a estabilidade do politopo

e I e A B T R TR e

o i
No entanto: 2 <A1 ‘;Az) — _2.5;0.5 .g Ot o ]

25 -2 15 05 0 05

o
real

¢ a estabilidade dos vértices é apenas condi¢do necessaria para a estabilidade
robusta
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Incertezas

Incertezas politopicas: caso continuo

@ Uma propriedade interessante de politopos estaveis: se A(a) € <7 é estavel,
entdo pA(a) também é estavel Vp >0

10
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Incertezas
Incerteza politépica: caso discreto

» A estabilidade dos vértices ndo garante a estabilidade robusta (é apenas
condigdo necessaria)

.
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A(Ar) = 0.2159 +0.8842/, —0.5013

S
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A(A2) = —0.3510+0.5227/,0.8383
» Se as matrizes A(a) pertencentes ao politopo <7 sao estaveis, entdo as matrizes
descritas por pA(a) sdo também estaveis paratodo 0 < p <1
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Custos Garantidos
Custo garantido 77,

Considere o sistema linear incerto invariante no tempo

x(t) = A(o)x(t) + B(ax)w(t)
y(t) = C(a)x(t) + D(a)w(t)

com w(t) € R™ representando uma entrada exdgena e y(t) € RP a saida medida.
As matrizes que descrevem o sistema nao sao precisamente conhecidas, mas
pertencem a um politopo 2 dado por

N N
7={(AB.C.D)(a) : (AB.C.D)(@)= Y &(AB.C.D)i: Y os=1; >0}
i=1 i=1
cujos vértices sao denotados (A, B, C,D); ou (A;,B;,C;,D;), i=1,...,N. A matriz de
transferéncia é dada por

H(a,s) = C(a)(sl - A(a)) "' B(a) + D()

@ Um custo garantido /%, € qualquer valor y > 0 tal que |H(, S) || < 7,

vV (A,B,C,D)(a) € 2. O menor valor de y corresponde a norma %, de pior caso no
politopo. Uma busca exaustiva no parametro « (grade fina) pode fornecer um valor
aproximado para a norma de pior caso.

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira IA892 - Analise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 4 10/22



Custos Garantidos
Custo garantido /%5

Considere o sistema linear incerto invariante no tempo

x(t) = A(o)x(t) + B(ax)w(t)
y(t) = C(a)x(t)

@ Um custo garantido % é qualquer valor p > 0 tal que |H(a, s)||2 < p,
vV (AB,C)a)e 2

@ O custo garantido 6timo teria que ser computado procurando-se pelo minimo
valor de p, “varrendo-se” todo o espago paramétrico em o
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Condicoes de Estabilidade
LMIs dependentes de parametros: caso continuo

@ Uma condigéo suficiente para a estabilidade robusta de x = A(a)x, VA(«a) € o
(sistema variante ou invariante no tempo, conjunto </ politépico) é dada pela
existéncia de P(«) = P(a)’ > 0 tal que

A(e) P(a) + P(a)A(a) + P(ax) < 0

» Condigdo para que a fungao quadratica v(x(t)) = x(t)'P(e)x(t) > 0 possua
derivada negativa para todo x(t). De fato, x(t) = A(a)x(t) e

V:X’P(a)x+x’(P( )X+ P(a) )—x ( P(a)A(a)+P(a))x

» Depende da existéncia de P(a)!
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Condicoes de Estabilidade
LMIs dependentes de parametros: caso continuo

@ No caso invariante no tempo, a condigio necessaéria e suficiente para a
estabilidade assintdtica de A(a) € 7 é dada pela existéncia de P(a) = P(a)' >0
tal que

Ala) P(a)+ P(a)A(a) <0 , Yo e

com N
/\:{aeRN:Za,-:L oc,->0}
i=

e P(a) € uma matriz de Lyapunov dependente do parametro c.
» A condigéo é de dimensao infinita pois a estrutura de P(a) é desconhecida.

» Fixando-se estruturas para P(a), é possivel obter condiges (finitas) suficientes
para a estabilidade robusta na forma de LMIs. Caso essas condigdes fornecam
uma solugao, entao tem-se um certificado de estabilidade robusta para o sistema.
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Condicoes de Estabilidade
LMIs dependentes de parametros: caso discreto

@ Uma condigéo suficiente para a estabilidade robusta de x(k+ 1) = A(a)x(k),
VA(@) € o (sistema variante ou invariante no tempo, conjunto < politépico) é dada
pela existéncia de P(a(k)) = P(a(k))’ > 0 tal que

A(a(k)) P(a(k+1))A(a(k)) — P(a(k)) <0

De fato, escolhendo a fungéo de Lyapunov v(x(k)) = x(k)' P(a(k))x(k) tem-se

Av(x(K)) = v(x(k+1))—v(x(k)) = x(k+1) P(a(k+1))x(k+1)—x(k) P(a(k))x (k) =
= x(k)' (A(a(k)) P(a(k + 1)) A(e(K)) ) X(K) = x(K)' P(ex(K))x (k)

e, consequentemente, v(x(k)) >0 e Av(x(k)) < 0 se e somente se
P(a)=P(a) >0e

x(k) (A(k)) P(as(k+1)A(ee(k)) — P(ex(k)) ) x(K) <O ; ¥x(k) #0

< Ala(k)) P(a(k+1))A(a(k)) — P(a(k)) <0

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira 1A892 - Anélise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 4 14/22



Condicoes de Estabilidade
LMIs dependentes de parametros: caso discreto

@ No caso invariante no tempo, a condigdo necessaria e suficiente para a
estabilidade assintdtica de A(a) € 7 é dada pelas existéncia de P(a) = P(a) >0
tal que

Ala) P(a)A(a) — P(a) <0 , Ya €N

e P(a) € uma matriz de Lyapunov dependente do parametro o.
@ A condigdo é de dimensao infinita pois a estrutura de P(«) é desconhecida.

» Fixando-se estruturas para P(a), é possivel obter condigdes (finitas) suficientes
para a estabilidade robusta na forma de LMIs. Caso essas condigdes fornegam
uma solugao, entao tem-se um certificado de estabilidade robusta para o sistema.
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Computo de Custos Garantidos
Custo garantido 77,

» Utilizando a caracterizagdo no espacgo de estados, tem-se que y € um custo
garantido %, se existir P(a) = P(a)’ > 0 tal que

{A(a)’P(a)+P(a)A(a)+C(a)’C(a) P(a)B(a)+ C(a)' D(ex)

B(a)'P(at) + D(e)' C(a) D(a)' D(a) — 7 } <0

V(AB,C,D)(ax) e 2
para sistemas a tempo continuo ou

P(a)  Aa)P(a) 0 Cla)
P(O%A(a) 3(5)(/?(0;) P(a)IB(a) D(‘:x)/ >0 ; VY(AB,C.D)(a)e2
Ca) 0 D(a) Al

para sistemas a tempo discreto.

# O custo garantido 6timo (ou norma %% de pior caso) é computado
procurando-se pelo minimo valor de y que atende as restrigoes
V(A,B,C,D)(a) € 2.

« Qual deve ser a estrutura para P(a) para que o custo garantido seja computado
sem conservadorismo?
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Computo de Custos Garantidos
Custo garantido .7%%: caso continuo

# Utilizando a caracterizagdo no espacgo de estados, tem-se que p é um custo
garantido % se existir P(o) = P(«)’ > 0 tal que, vV (A,B,C)(a) € 2

p? > Tr(B(a) P(a)B(r))
A(a) P(ct) + P(a)A(a) + C(e)' C(ar) < 0

ou ainda
p? > Tr(C(a) W(a)C(ax))

A() W(a)+ W(a)A(e) + B(ar)B(a) <0
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Computo de Custos Garantidos
Custo garantido .7%%: caso discreto

# Utilizando a caracterizagdo no espacgo de estados, tem-se que p € um custo
garantido % se existir P(a) = P(a)' > 0 tal que, V (A,B,C)(a) € 2

p? = Tr(B(a) P(e) B(a))
A(a) P(a)A(a) — P(a) + C(a) C(a) <0

ou ainda
p? > Tr(C(a) W(a)C())

A()W(a)A(a) — W(a)+ B(a)B(a)' <0

» Qual deve ser a estrutura para P(a) para que o custo garantido seja computado
sem conservadorismo?
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Incertezas Limitadas em Norma

J, € incertezas ‘“norm-bounded”

Os lemas a seguir apresentam majoragoes de produtos cruzados bastante usadas
na andlise de sistemas com incerteza limitada em norma e também em funcionais
associados a condigdes de estabilidade de sistemas com atraso.

Lema (Produtos Cruzados — Matrizes): Para € > 0 e matrizes X, Y de
dimensdes compativeis, tem-se

XY+YX< %X’X-i-SY/Y
pois, Ve >0, Xe Y,

1 ! 1 1 ! ! ! !

—X- —X- > — - - >

<\/§X \/EY) (\/Ex \/Ev)fo — SXX+eY'Y-X'Y-YX>0
Lema (Produtos Cruzados — Vetores): Paravc R, wcR"eM=M >0e
MGRHXH

2Vw < vVM v w Mw
pois

0<(v—Mw)YM ' (v—Mw)=vVM v+ wWMw—vw-wv
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Incertezas Limitadas em Norma

J, € incertezas ‘“norm-bounded”

Considere o sistema linear incerto variante no tempo

x=(A+BF()C)x , F(HF(t) <y~2

Utilizando a fungéo de Lyapunov v(x) = x’Px, com P = P’ > 0 a determinar, tem-se

v(x) = x'Px+ X' Px (1)
=X ((A+BF(t)C)' P+ P(A+BF(t)C))x )
=X (AP+PA+C'F(t)B'P+PBF(t)C)x 3)

Escolhendo X = C, Y = F(t)’B'P e aplicando o Lema,
v(x) < x'(AP+PA+ %C’C—s—sPBF(t)F(t)’B’P)x
e levando em conta que F(t)F(t)' <y~2l,

v(x) < x (AP+PA+ % C'C+ey 2PBB'P)x
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Incertezas Limitadas em Norma

J, € incertezas ‘“norm-bounded”

Portanto, o sistema é estavel para essa classe de incertezas se existir P > 0 tal que

AP+ PA+ %c’c+er2PBB/P <0
para algum € > 0 ou, equivalentemente, se existir P > 0 tal que
% (A'(eP)+(eP)A+C'C+ y‘z(eP)BB’(eP)) <0
que é equivalente a existéncia de P > 0 tal que
AP+PA+C'C+y2PBB'P<0
ou, usando complemento de Schur,

AP+PA+C'C PB <0
B'P -7
que é a condigao que garante norma .54, menor do que y para o sistema linear
descrito por

x=Ax+Bw , y=0Cx
conhecida na literatura como o bounded real lemma.

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira 1A892 - Anélise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 4 21/22



Incertezas Limitadas em Norma

J, € incertezas ‘“norm-bounded”

De fato, com a mesma fung¢ao quadratica de Lyapunov v(x) = x’ Px, a condigao de
norma %, menor do que y pode ser escrita como

vty y-Pww<0 = |yl2<7lwl2
que resulta em

X (A'P+PA+C'C)x+x PBw+w B Px—yP*w'w <0

A expressao pode ser re-arranjada da seguinte maneira

x]'[AP+PA+C'C PB][x 0
w BP 2 |w| <
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