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Definicao do Problema
Filtragem de sistemas dinAmicos

@ Considere o sistema linear invariante no tempo

6[X]:AX+B1W
Z:C1X+D11W (1)
y=Cox+Doyw

AGR"XH, B1 eIRnxr7 C1 GIRPXH7 D11 GR,er7 C2 Gqun’ D21 c RI*r

em que x € R representa o estado, w € R" uma entrada externa (ruido), z € RP a
saida de referéncia e y € RY a saida medida. O operador §[x] representa derivada
(sistemas continuos) ou deslocamento (sistemas discretos).

Problema: Determinar um filtro de ordem completa, linear e invariante no tempo

O[x7] = Asx¢ + Byy,

2
zr = Cyx¢+ Dry (@)

AfGRnxn, BfGRan, CfGRpxn, DfERqu

em que x; € R, n; = n, é o estado estimado e z; € RP a saida estimada, que seja
assintoticamente estavel e minimize alguma medida de desempenho, como por
exemplo, a norma % ou ., da fungao de transferéncia de w para o erro
e=2z—2zs.
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Definicao do Problema
Problema de filtragem

V4
v Sist
— istem
stema y
W "
e
GF
Filtro
Zf

Definindo o sistema aumentado

{g[[))((f]]} - {BfACz XJ Lﬂ * {5:30121} v

e=[C—-DiC; -G Lﬂ +[D11 — D¢ Doy ] w
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Definicao do Problema

Problema de filtragem

@ De forma compacta, tem-se X' =[x’ x{]

8[X] = A%+ Bw
. (3)
e=Cx+Dw
2 A 0 2nx2n I { B1 } 2nxr
{Bf Co Af} Bt D51

éz [C1 —Dng —Cf] ER’OXZH, D: [D11 —DfD21] € RP*f

Obtendo as matrizes do filtro

@ Condicoes de estabilidade com critérios # ou .7, podem ser impostas ao
sistema aumentado;

@ Por meio de manipulagdes (transformagdes de congruéncia, mudangas de
variaveis), pode-se eliminar as nao-linearidades envolvendo as matrizes do
filtro (A¢, By, C, Df) e as matrizes de Lyapunov (e eventuais variaveis extras)
utilizadas para certificar a estabilidade com desempenho 7% ou J%..
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica

@ Considerando Dyy =0 e Dy = 0 (para garantir norma ~# finita), o problema se
resume a determinagao de uma matriz simétrica definida positiva P € R27<2", de
matrizes As € R, By e R™9, C; e RP*", M e R™" e p > 0 tais que

Tr(M) < p? (4)
P PB
{B’P M} >0 ®)

AP+PA C
& _Ip:| <0

A matriz P € R2"*2" g sua inversa P~ sdo particionadas (em blocos n por n) da
seguinte forma
X v 4 [Y Vv
P=lo %)=V ) 7
XY+UV=Il, XV+UY=0

PP =1, = - N
UV + XY =1, UY+XV=0
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica

@ Definindo as matrizes nao singulares

S:N H n:{oy ﬂ (8)

com inversas
3,1:{0 v—‘} R,1:{Y*1 o}

, -yv-! 0 In
tem-se
/ _ Y In -1/ -1 _ Y_1 Y_1 _ Z Z _ y-1 nxn
SPS_Ln x}’ RISPSR =| 4 'y |=|7 x| + Z=Y '€R

Multiplicando a equacao (5) & esquerda por diag(R~'S',1) e a direita por
diag(SR~1,1;), tem-se

{H*1S’ om,} { P PB} {3371 om,} _ {R*1S’PSR*1 R*1S’PB} B

Orx2n Ir B M Orx2n Iy B PSR M
y-1 y-1 Y-1B,
=| y! X XB; + U'Bs Do, 9)
B; y-1 Bi X+ Dy BiU M
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica

@ Resultando na condigao

z z ZB;
z X XBy + LDy | >0 (10)
B|Z B;X+DjL M

que é equivalente a (5), com L = U'B;. De maneira similar, multiplicando a
equagio (6) a esquerda por diag(R~ 'S/, Ip) e & direita por diag(SR~! ,Ip), tem-se

|:H_1 S/ 02n><p:|

AP+ PA é’“sa—‘ ognxp}:

Opx2n I C —lp| [Opxan Ip
RI1SAPSR'+R'SPASR' R'SC|
- CSR™ 1 |
AY 1LY 1A AX+Y 1A+ CLBIU+ Y VAU
=| XA+AY 14+ UBCo+UAVY! A'X+ XA+ ChBU+U'B:Cy
Cy— Cf vy-1 Cy
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica

@ Resultando (com Z = Y~) na condigdo

A'Z+ZA AX+ZA+CyBU+2ZV'AU  C,—2V'C,
XA+AZ+UBiCo+ UANVZ  AX+ XA+ CyBU+U'B;Co c <0
Cy—CiVZ Cy I

Além disso, definindo
L=UBeR™9, G=UAVZeR™", F=C/VZecRP" (11)

tem-se a condi¢ao equivalente a (6):

AZ+ZA AX+ZA+CL'+G  C—F
XA+AZ+LCo+G AX+XA+CL +LGCs C <0 (12)
Finalmente, note que
Ao 1_|Z Z
P>0«< R 'S'PSR _{Z X}>0 (13)
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica

Existe um filtro de ordem completa que resolve o problema 5% com custo garantido
dado por p se e somente se existirem matrizes M e R™<", Z = Z' ¢ R™",
X=X eR™" FecRP, LecR™9, GeR"™ tais que Tr(M) < p?,

Z Z ZB;4
Z X XBi+LD>y| >0 (14)

B\Z B{X+ Dyl M

AZ+ZA AX+ZA+CL'+G  Ci—F
XA+AZ+LCo+G AX+XA+CL +LGC C; <0 (15)
C1 - F C1 —Ip
Em caso afirmativo, as matrizes do filtro sao dadas por

Br=(U)'L, A=(U)'G(VZ)", Ci=F(v2)! (16)
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica

Comentarios

@ Note que as partigdes U e V sdo obtidas a partir da identidade

XY +UV=I (17)

e,comoZ>0e X—Z >0, existem U e V nao singulares solugdo de (17).

@ A restricdo P > 0 (equagao (13)) ja aparece no bloco 2 x 2 superior esquerdo
de (14);

@ As transformagoes de equivaléncia valem nos dois sentidos, ou seja, o
Lema 1 apresenta condigdes convexas necessarias e suficientes para a
existéncia de um filtro 6timo 5% de ordem completa;

@ O problema deixa de ser convexo se ns < n (filiro de ordem reduzida).
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .7/ — Linearizagdo alternativa I

@ E possivel linearizar as desigualdades dadas em (5) e (6) utilizando uma
abordagem alternativa, que ndo explora a igualdade PP~' =1l,,,. Com a estrutura
de P definida em (7), tem-se que (5) é dada por

X U XBy+ U/BfD21
* X UB1 + XBfD21 >0
M

* *

Aplicando a transformagéao de congruéncia

| 0 01 [X U XBy+UB;Dyy | 0 0
0 UX' 0|« X UB+XBiDy| |0 XU 0[>0
0 o0 1 [« = M o o0 |1
tem-se
X UX U XBi + U'Bf Doy
x UX U UX'UB+UBiDy| >0

* * M
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .7/ — Linearizagdo alternativa II

Agora substituindo a definicdo de P na condi¢cdo do gramiano dada em (6), tem-se

XA+AX +CLBU+UB;C, AU +UA+CLBX C|

2Pf r vo Bf 1
* XA+ A X —-C;| <0
* * —lp

Multiplicando a desigualdade anterior por T’ a esquerda e por T a direita, com

I 0 o0
T=10 XU 0
o0 o0 |
tem-se
XA+AX +CyBU+UBCy AUX TU+UAX "U+CyBU C
* UAX TU+UXTTAU L GHARYY
* * —I
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .7/ — Linearizagdo alternativa I11

Finalmente, adotam-se as seguintes mudangas de variaveis
W=UX"U G=UAXTU, L=UB;, F=CX'U
Note que aplicando o complemento de Schur na restrigdo P > 0, tem-se
X-UX'U>0, X>0

que, usando uma das mudangas de variaveis propostas, fornece X — W >0e
w>o0.

@ Neste momento é importante observar que a matriz U associada a matriz de
Lyapunov P sempre pode ser assumida néo singular (invertivel) sem perda de
generalidade. Suponha que a solugao 6tima P do problema de otimizacao é tal que
U seja singular (rank incompleto). Sejam as matrizes

_ | @ o 1
Q=P+BW, Q_|:Q_/2 03}7 W—L 0}

sendo que B é um escalar positivo. Como P > 0, tem-se que Q > 0 para 8 positivo
e proximo de zero. Assim, escolhendo 8 > 0 arbitrariamente pequeno, tem-se que
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

5 — Linearizacao alternativa IV

Q@ sera nao singular e as desigualdades do problema de otimizagao serdo
satisfeitas com P substituida por Q, e a fungao objetivo (4) serd aumentada de um
valor incremental arbitrariamente pequeno (proporcional a ). Como nesse caso
Q> é ndo singular, podemos assumir sem perda de generalidade que U sera nao

singular.
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .7/ — Linearizagdo alternativa V

Existe um filtro de ordem completa que resolve o problema 5# com custo garantido
dado por p se e somente se existirem matrizes M c R™", X = X' ¢ R™",
W=W eR™", FeRP, LeR™9, GeR™", tais que Tr(M) < p2, X — W >0,

X W XBi+ LDy
* W WB1 + LD21
* ok M

>0 (18)

* G+@G —F

* * —I

XA+AX +CyL'+LC; AW+G+CyL C
<0 (19)

Em caso afirmativo, as matrizes do filtro sGo dadas por

Bi=(U)'L, Ar=(U)TGU'X, Ci=FU'X (20)

em que U e R™" e X = X' € R"™" sdo matrizes tais que W = U'X~1U.
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .7/ — Linearizagdo alternativa VI

@ A determinagao das matrizes do filtro em (20) pode ser simplificada. Perceba
que a partir da relagdo W = U'X~1U , temos que WU’ = U~' X. Usando essa
ultima igualdade, as matrizes do filtro podem ser recuperadas pelas novas relagoes

Br=U)'L, Ar=U)'GW U, Cir=FwW'U
que fornecem a seguinte representagao de estados para o filtro
= (U)"GW U x+ ULy
zi=FW™U'x

Note que U’ pode ser vista como uma transformacao de similaridade na
representacdo de estado do filtro, ndo alterando a funcao de transferéncia da
entrada y para a saida z;. Assim, podemos escolher, por exemplo, U’ =1 e as
matrizes do filtro (ainda 6timo) podem ser construidas pelas férmulas simplificadas

Bi=L, Ar=GW', Ci=Fw'
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica — Dual

@ Um custo garantido 7% dado por p > 0 pode ser obtido das condigbes duais, ou
seja, pela existéncia de As € R™", By ¢ R™<4, C; € RP*", M € RP*P ¢ W € R2M%2n
tais que

Tr(M) < p2 (21)

w  we
[éw y } >0 (22)
{AWE,WA/ _ﬂ <0 (23)

A matriz W € R2"<2" ¢ sya inversa W1 sdo particionadas (em blocos n por n) da
seguinte forma
welr Y] el g
implicando nas relagdes W=1W =1,
XY+UV=Il, XV 4+UY=0
UV +XY=1, UY+XV=0
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica — Dual

@ Definindo as matrizes ndo singulares S e R como em (8), tem-se

1 ot ypy—1 ep-1_plaw-tept_|Y ' Y _[Z Z
R'SW'WW 'SR '=R'SW 'SR _|:Y_1 x 1=z x
comZ=Y ' eRM™n,

Multiplicando a equagéo (22) a esquerda por diag(R~'S'W~! ,Ip) e & direita por
diag(W~"SR~" 1), tem-se

. —1 —1 /=1yt

R'SW-'SR' RI1SC| 2:,1 YX G YC, VG
CSR! M| 1
Ci—Cy vy Cy M

resultando na condicdo equivalente a (22)

z X C
Ci—-F ¢ M

z z C-F
>0 (24)

com F = CsVZ.
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica — Dual

@ De maneira similar, multiplicando a equagao (23) a esquerda por
diag(R~'S'W~1.1,) e a direita por diag(W~"'SR~1,1,), tem-se

{R*1S’W*1Z\SR*1+R*1S’Z\’W*1SFF1 R1SW-'B

Bw-1sRr! I -
AY T4y 1A AX+Y 1A+ CBIU+ Y VAU
=| XA+AY "+ UBiCy+ U A VY! A'X+ XA+ CyB,U+ U B;C,
B, y-! B, X — D), B,U

Y-8,
XBy + U'Bf Doy

I,
AZ+ZA AX+ZA+ CyBU+2ZV' AU
— | XA+AZ+UBCo+UAVZ AX+XA+ChBU+UBC,
B, Z B XDy, BjU

ZB,
XB; + U'BfDy;

-1,

comZ=Y" .
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica — Dual

Definindo L, G e F como em (11), tem-se a condigdo equivalente a (23)

AZ+ZA A’X+ZA+C§L’+G’ ZB;
XA+AZ+LCo+G AX+XA+CyL'+LC, XByi+LDy| <0
B,z B\ X + Dj, L' I

Note também que

zZ Z

—1 o a1 —1 -1 _
W>0&R'SW 'WW~'SR _{Z X

>0

(26)
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica — Dual

Existe um filtro de ordem completa que resolve o problema 5% com custo garantido
dado por p se e somente se existirem matrizes M € RP*P, Z = Z' ¢ R,
X=X eR™" FecRPN, [ ecR™4, GeR™" tais que Tr(M) < p?,

V4 Z Ci—-F
V4 X C; >0 (27)
Ci—-F ¢ M

AZ+ZA AX+ZA+CLL'+ G ZB;4
XA+AZ+LCo+G AX+XA+CLL+LC, XByi+LDy| <0 (28)

B\Z B\ X+ D, L' —Ir

Em caso afirmativo, as matrizes do filtro sdo dadas por

Br=(U)'L, A=(U)'G(VZ2)", Ci=F(v2)! (29)
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Sistemas Continuos — Filtragem %5

Comentarios

@ Os mesmos comentarios do Lema 1 sao validos para o Lema 3;

@ A extensao tanto do Lema 1 quanto do Lema 3 para tratar o problema de
filtragem robusta para sistemas politdpicos com estabilidade quadratica é
imediata, pois as matrizes do sistema aparecem de maneira afim nas LMls;

@ Os valores 6timos de norma 7% obtidos pelos métodos primal e dual sdo os
mesmos no caso precisamente conhecido. Diferengas podem ocorrer no caso
incerto, dependendo do exemplo.
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Sistemas Continuos — Filtragem %,

Filtro .7, — Estabilidade Quadratica

@ O bounded real lemma aplicado ao sistema aumentado garante a estabilidade
assintotica da matriz dinamica A e um limitante y para a norma %, da fungao de
transferéncia de w para e.

As condigdes sdo dadas pela existéncia de A; € R™", By € R™Y, C; € RP*N,
Dy € RP*9 e de uma matriz simétrica definida positiva P € R27%2" tajs que (*
representa blocos simétricos nas LMIs)

AP+PA C PB
* -l D | <O2nipir (30)

* P

_|
>

@ Condicdes equivalentes podem ser obtidas com o sistema dual (A, C', B',D’)
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Sistemas Continuos — Filtragem .7,

Filtro .7, — Estabilidade Quadratica

Existem Ay¢, By, Cs e Dy tais que a dindmica do erro (3) é estavel com norma
menor do que y > 0 se e somente se existirem matrizes simétricas definidas
positivas Z € R™", X € R™", matrizes F € RP*", L e R"™9, G € R™" e Dy € RP*9
tais que

AZ+ZA ZA+AX+CL'+G C-C,D;—F
* AX+XA+CL'+LC;  C)—CyDy;
* * —lp
* * *

(1>

ZB,

XB1 + LD51
D1 — Dy Doy <O2n4p+r  (31)

2,

} >0 (32)
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Sistemas Continuos — Filtragem %,

Filtro .7, — Estabilidade Quadratica

Lema 4 (cont.)
No caso afirmativo, as matrizes do filtro sdo dadas por Dy e

Ar=(U)T'G(v2) T, Bi=(U) 'L, Ci=F(vZ)!
sendo U € R™" e V € R™ " matrizes ndo singulares arbitrarias que verificam

XZ '+ uv=I (33)
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Sistemas Continuos — Filtragem %,

Filtro 772, — Estabilidade Quadratica — Prova

@ Primeiramente, defina Y~! = Z e as matrizes particionadas

X Ul o4 Y V] o [Y 1] o _[r o
o (R R A R C I
e note que
epept [ YTWVI[X UL [yt vy [z Z
R SPSR _L OHU)? vt o] Tyt x| |2 X

Assim, (32) é equivalente a P > 0.
Definindo T = diag{SR~",lp,l,} e as transformagdes de variaveis
L=UB;eR™9, G=UAVZeR™" F=C/VZecRP" (35)
pode-se mostrar que = dado em (31) satisfaz
==T7rT (36)

com I definido em (30).
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Sistemas Continuos — Filtragem %,

Filtro 772, — Estabilidade Quadratica — Prova

@ De fato

o Nep i I YTV A o)X U
RS/ (AP+PA)SR —L ek Alls &

L[XurA o [

u 5( Bng As vy-' o|

_[AYTT YA AX+ Y TTALCLBIU+ Y T TVAU
- * AX+ XA+ CLBU+UB;C,
gige— [V YV [C -Gy _[C-CyD— Y V'
I 0 ~C; C, - C,yD,

[ 0 U X| |BiDyy XB1 + U'B; D4
A equivaléncia (36) segue da mudanga de variaveis (35) e, como conseqliéncia,

S T | P8 e PR

<0 <= =<0
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Filtragem Utilizando o Lema de Finsler

Filtro .75 — Finsler

@ Determine uma matriz simétrica definida positiva W e R27%2" matrizes
Ar € R™1 Br e R™9, Cf € RP*", M € RP*P, matrizes E € R2721 K ¢ R2M=2n,
QeR™ 2" g p >0 tais que

Tr(M) < p? (37)

M C

& W] >0 (38)
AK'+KA W+AE -K KB~+Z\’Q’
W+EA-K' —-E-F EB-@ <0 (39)
BK +QA BE-Q QB+BQ -1,

De (38), por complemento de Schur, obtém-se M > CW-1C e, com

I A o . ,
S= |: 2n B 2n><r} (noteque [A —lp, B|]S = 021 (2n+r) )
Orvon B Ir
de (39) (pré-multiplicando por S e pés-multiplicando por S’) obtém-se

Nl y. B ~ ~ ~ o~
{A Vg,“;/WA WIB}<0 — WAW '+ WA +BBYW <0
—r
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Filtragem Utilizando o Lema de Finsler

Filtro .75 — Finsler (outra estratégia)

@ Determine uma matriz simétrica definida positiva P € R2"7<2" matrizes

A e R™N By e R™9, Cf e RPN, M e R, matrizes H € R2™P, J € R2"%2N,
X1 c RanZn, Xg c RanZn, X3 c Rp><2n, X4 c Ranp, X5 c R2n><p, XG c Rpxp, e
p > 0 tais que

Tr(M) < p? (40)
BH +HB-M BJ-H
{ JB-H P—J—J}<O *)
0 P O] [X1 Xa]ryz A o C oy
P O O0/+|X2 X {g 0'2" 02”|XP}+ —ln  O2nup K} §% §§}<o
0 0 Ip] [X3 X5 pxan P Opxon  —lp 4 75 76

(42)
Com T = [I B’], de (41) (pré-multiplicando por T e pés-multiplicando por T')
obtém-se M > B'PB e, com

2 ~ ,2\ _|2n 02n><p /
— ! / A —
S= [Ig,, A C] (note que {C Opon S =00nip)x2n )
de (42) (pré-multiplicando por S e pés-multiplicando por S’) obtém-se
AP+PA+C'C<0

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira

1A892 - Anélise e Controle de Sistemas Lineares por LMIs - Aula 9

30/56



Filtragem Utilizando o Lema de Finsler
Recuperagdo das matrizes do filtro

Comentarios

@ Explorado os produtos KA, EA, impondo particdes e submatrizes comuns a K
e E, é possivel sintetizar filtros subo6timos (sem interesse no caso de sistemas
precisamente conhecidos).

@ Outra estratégia, também baseada em Finsler, introduz mais variaveis de
folga e produtos do tipo X; A, XoA, X3A, que poderiam em principio ser
explorados de maneira similar (a verificar!). Alguns ajustes de dimensao
podem ser necessarios.

@ Formulagdes duais, com produtos do tipo AK, AE, aparentemente nao podem
ser exploradas.
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Filtragem Utilizando o Lema de Finsler

Filtro .7, — Finsler

@ Existem matrizes A¢, By, Cs e Dy tais que o erro de estimagao tende
assintoticamente para zero e a norma %, da fungao de transferéncia de w para e é
limitada por y > 0 se e somente se existirem uma matriz simétrica definida positiva
P € R2"%2" g matrizes E € R2™2", K € R2"™2" Q € R"*2" tais que

KA+AK P-K+AE  KB+AQ c
P-K'+EA —E-F EB-@ 0 | _,
BK +QA BEE-Q BQ@+Q@B-I, D
C 0 D 7l
De fato, pré-multiplicando por S e pés-multiplicando por S’ com
|2n /:4/ 02n><r 02n><p . . ,
S= 0rx2n B I 0r><p ) [A ~lop B 02n><p] S'= 02n><(2n+r+p)
0p><2n 0p><2n 0p><r |p

tem-se o bounded real lemma
AP+PA PB
BP -1, D | <o
c b -2,
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Filtragem Utilizando o Lema de Finsler

Filtro .7Z, — Finsler (outra estratégia)

@ Existem matrizes Ay, By, Cs e Dy tais que o erro de estimagao tende
assintoticamente para zero e a norma %, da funcao de transferéncia de w para e é
limitada por y > 0 se e somente se existirem uma matriz simétrica definida positiva
P € R2M2" g yma matriz 2~ € R47+P)*<(21+P) tais que

0P 0 O ) ) A C

PO 0 0 A <y B 0] |-y 0,
00 I 0 +‘%{C o b _|J+ B oo|” <O
00 0 P 0 I

De fato, pré-multiplicando por S e pds-multiplicando por S’ com
g_[ln A 0 C
10 B I, D
tem-se o bounded real lemma

AP+PA+y2CC PB+y2C'D

BPipDE gDt |<°
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Filtragem Utilizando o Lema de Finsler

@ A matriz 2~ € R(4m+7+p)x(2n+p) pode ser particionada em blocos

X141
Xo1
X34
Xa1

2 =

Xi2
Xoo
X32
Xa2

com X11 c R2n><2n, X12 c R2n><p, X21 c R2n><2n, ng c R2n><p, X31 c Rr><2n,

Xzo e R™P, Xyq € RP*2n, Xyo € RP*P,

@ Escolhendo estruturas particulares para essas matrizes (eventualmente zerando
algumas), com mudancas de variaveis e transformacoes de congruéncia, &
possivel obter uma condigao LMI em termos das variaveis de folga (que podem ser
particionadas como P ou como W) para a determinagao do filtro de ordem

completa que minimiza a norma J%..

@ Condigdes equivalentes podem ser obtidas com o sistema dual (A, C', B/, D)
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Sistemas Discretos

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica

@ Considerando D1y = 0 e Dy = 0 por simplicidade (poderiam ser considerados
diferentes de zero, alterando o valor da norma /% de uma constante), deseja-se
determinar uma matriz simétrica definida positiva P € R27<2", matrizes A; € R"*",
B e R™4, Cf e RP*", Me R™" e p > 0 tais que

Tr(M) < p? (43)
P PB
{B’ p M} >0 (44)
P AP C
P}\ P 0]>0 (45)
cC 0 1

Como no caso continuo, a matriz P € R2"7<2" ¢ sua inversa P~ sdo particionadas
(em blocos n por n) da seguinte forma

X U 4 [y v
P—{u x} i —{v *y}
XY+UV=Il, XV4+UY=0

PP =1, — - N
UV'+XY =1, UY+XV=0
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Sistemas Discretos

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica

@ Definindo as matrizes nao singulares

S:N H n:{oy IO} (46)

com inversas
3,1:{0 v—‘} R,1:{Y*1 o}

, -yv-! 0 In
tem-se
/ _ Y In -1/ -1 _ Y_1 Y_1 _ Z Z _ y-1 nxn
SPS_Ln x}’ R'S'PSR _{w x|=lz x| + Z=Y €R

Multiplicando a equagao (44) & esquerda por diag(R~'S',1,) e a direita por
diag(SR~1,1;), tem-se

{H*1S’ ognx,} { P PB} {SH*1 oz,m} _ {R*1S’PSR*1 R*1S’PB} _

Orx2n Ir B M Orx2n Iy B PSR M
y-1 y-1 Y-1B,
= y-1 X XBy + U/BfD21 (47)
B; y-1 Bi X+ D, BiU M
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Sistemas Discretos

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica

@ Resultando na condigao

z z ZB,
z X XBy + LDy | >0 (48)
B|Z BjX+DyL M

que é equivalente a (44), com L= U'B;.
@ De maneira similar, multiplicando a equacgao (45) a esquerda por
diag(R~'S’,R~15',1,) e a direita por diag(SR~", SR~ 1), tem-se

R1'SPSR' R I1SAPSR' R'SC
R1S'PASR-! R 1S'PSR-! 0 >0
CSR™! 0 I

Resultando (com Z = Y~') na condigdo
Z Z AZ AX+CBU+2ZV'AU Ci-2ZV'C;

* X AZ A X+ CéB;U CQ
* *x Z Z 0 >0
*  * * X 0
P * * Ip
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Sistemas Discretos

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica

@ Definindo
L=UB;, G=UAVZ F=CiVZ (49)

tem-se a condicdo equivalente a (45):
Z Z AZ AX+CL'+G Cj—-F

* X AZ AX+Cyl C]
* *x Z V4 0 >0 (50)
I * X 0
F— * * Ip
Finalmente, note que
o 1 _ |z z
P>0< R 'S'PSR _{Z X >0 (51)

e que essa restricao j4 esta presente nas LMIs (48) e (50).
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Sistemas Discretos

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica

Lema 5

Existe um filtro de ordem completa que resolve o problema ¢ com custo garantido
dado por p se e somente se existirem matrizes M c R™<", Z = Z' ¢ R™",
X=X eR™", FecRP, LeR™9, GeR"™ tais que Tr(M) < p?,

V4 Z ZB;
Z X XBy+LDoy| >0 (52)
Bq Z Bq X+ D’21 L M
Z Z AZ AX+ CéL’ +G 04 —F
* X AZ A X+ CéL’ CQ
* x Z Z 0 >0 (53)
*  * * X 0
P * * Ip

Em caso afirmativo, as matrizes do filtro sao dadas por

Br=(U)'L, Ar=U)'G(v2)", Ci=F(v2)! (54)
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Sistemas Discretos

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica — Dual

@ Um custo garantido .»# dado por p > 0 pode ser obtido das condigdes duais, ou
seja, pela existéncia de A; € R"™%", By € R"™<9, C; € RP*", M € RP*P ¢ W ¢ R2M%2n
tais que

Tr(M) < p? (55)
w  wce
[éw y >0 (56)
w Aw B
WA W of|>0 (57)
B o I

A matriz W € R27%2" g sua inversa W~ sdo particionadas (em blocos n por n) da
seguinte forma
el el Y
implicando nas relagbes W—1W =15,
XY+UV=Il, XV 4+UY=0
UV +XY =1, UY+XV=0
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Sistemas Discretos

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica — Dual

@ Definindo as matrizes ndo singulares S e R como em (8), tem-se

y-1 y-! zZ Z
—1 o /-1 —~tep-1_ p-1oyw-1ep-1 _ _
RISWIwWw-1SR1'=R'SW-'SR _{Yq X}_{Z X}
comZ=Y 1 eRM™"

Multiplicando a equagéo (56) a esquerda por diag(R~'S'W~! ,Ip) e & direita por
diag(W~"SR~" 1), tem-se

. —1 —1 /=1yt
RSW- 13/;'—1 R S’C’] B )\:71 YX C YCQ ViC
CSA M ci—cwy ¢ M

resultando na condigdo equivalente a (56)

z zZ C|-F
z X C
Ci—-F ¢ M

>0 (58)

com F = CsVZ.
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Sistemas Discretos

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica — Dual

@ De maneira similar, multiplicando a equagao (57) a esquerda por
diag(R~'S'W~",R-1S'W~1,1,) e a direita por diag(W— 'SR, W-1SR~" 1),

tem-se B .
R1SW-1sR' R I'SW-'ASR' R 'SW-'B

RI'SAW-'SR'" RISW 1SR 0
Bw-1sR1 0 I,
Resultando (com Z = Y~') na condigdo
Z Z AZ AX+CBU+ZVAU ZB;
* X AZ AX+CyBU XBy + U' B Doy
*x * Z Z 0 >0
* * X 0
*  * * * I

42/56
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Sistemas Discretos

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica — Dual

Definindo L, G e F como em (49), tem-se a condigdo equivalente a (57)

Z Z AZ AX+CL+G ZB,
X AZ  AX{C)l  XBj+LDy

*
* x Z Z 0 >0 (59)
* * X 0
* % * * I,

Note também que

zZ Z

5 x} >0 (60)

W>0sRITSWIWW-1SR T = {
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Sistemas Discretos

Filtro .75 — Estabilidade Quadratica — Dual

Existe um filtro de ordem completa que resolve o problema ¢ com custo garantido
dado por p se e somente se existirem matrizes M ¢ RP*P, Z = Z' ¢ R"™",
X=X eR™", FecRP, LeR™9, GeR™" tais que Tr(M) < p?,

z zZ C,-F
zZ X C
Ci—-F ¢ M

>0 (61)

Z Z AZ AX+CL+G ZB;

* X AZ AX+CLl XB;1 + LDy

* * Z Z 0 >0 (62)
*  x x X 0

* % * * I

Em caso afirmativo, as matrizes do filtro sao dadas por

Br=(U)'L, Ar=U)'G(v2)", Cr=F(v2)! (63)
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Sistemas Discretos

Filtro .7, — Estabilidade Quadratica

@ Assim como no caso continuo, a versao discreta do bounded real lemma
aplicado ao sistema aumentado garante a estabilidade assintética da matriz
dinamica A e um limitante y para a norma %, da fungao de transferéncia de w para
e.

As condigbes sao dadas pela existéncia de Af € R"™", B € R™9, Cf € RP*",
Dy € RP*9 e de uma matriz simétrica definida positiva P € R27<2" tajs que
P PA PB 0
A A L (64)
0 C D P

@ Condigdes equivalentes podem ser obtidas com o sistema dual (4, C’, B, D)
Utilizando as mesmas particdes para P e P~!, multiplicando a LMI (64) por

diag(R~'S',R~1S',1,,1;) & esquerda e por diag(SR~", SR~ I, 1,) & direita
chega-se a condigdo para a existéncia do filtro, expressa no préximo lema.
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Sistemas Discretos

Filtro .7, — Estabilidade Quadratica

Lema 7

Existem A, By, Cr e Dy tais que a dindmica do erro (3) é estavel com norma s,
menor do que y > 0 se e somente se existirem matrizes simétricas definidas
positivas Z € R™" X € R™" matrizes F € RP*", L e R™49, G e R™" e Dy € RP*4

tais que

Z Z ZA ZA ZB;4

x X XA+ I_Cg +G XA+ LCQ XB1 + LD21

*  * Z Z 0

*  * * X 0

— * * I

*  * * * *
0
0

C —C.D.—F
1C§ _ZCéfD} > O04piprr  (65)

/ / /
Diy — Doy Dy
Ip
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Sistemas Discretos

Filtro .7, — Estabilidade Quadratica

Lema 7 (cont.)
No caso afirmativo, as matrizes do filtro sdo dadas por Dy e

Ar=WU)'Gv2) ", Br=(U)L, Cr=F(VZ2)~!

sendo U € R™" e V € R™ " matrizes ndo singulares arbitrarias que verificam

XZ '+ uv=I (66)
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Sistemas Discretos
Filtro .75 — Finsler

@ Determine uma matriz simétrica definida positiva W € R2"*2", matrizes
A; e R™N By e R™9, Cf € RPN, M € RP*P, matrizes E € R2"7<2" K e R2M%2n,
QeR™2" e p >0 tais que Tr(M) < p?

M C
f 7
[C/ W]>0 (67)
W+AK +KA AE -K KB~+Z\’Q’
EA-K' -W-E-F EB-Q >0 (68)
BK +QA BE-Q QB+BQ+I,

De (67), por complemento de Schur obtém-se M > CW~'C’ e, com

S:{ I2n ':4/ 02n><r

0,0, B I, } (note que [:4 —lan B] S/ZOan(2n+r) )
rx2n

de (68) (pré-multiplicando por S e pds-multiplicando por S') obtém-se
w Aw o
WA W WB|>0

0o Bw 1

W-AWA -AWB L0 e
-BwWA 1,-BwB
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Sistemas Discretos

Filtro .75 — Finsler (outra estratégia)

@ Determine uma matriz simétrica definida positiva P € R2"7<2" matrizes

A e R™N Br e R™9, Cf € RP*", M € RP*P, matrizes H € R2"<P, J ¢ R2"<2N,
X1 c RanZn, Xg c RanZn, X3 c Rp><2n, X4 c Ranp, X5 c R2n><p, XG c Rrxr, e
p > 0 tais que Tr(M) < p?

BH+HB-M BJ-H

{ JB-H P—J—J’} <0 (69)
P 0 © X1 Xalrz A (o Ll
O e I T VO [ B | B
0 0 -] [X3 X5 pxen  —p Opxon  —lp 4 75 78

; (70)
Com T =]l B],de (69) (pré-multiplicando por T e p6és-multiplicando por T’)
obtém-se M > B'PB e, com

. A -l 0
S= [I2n A C/] (note que |:é 0p><22nn z_nlzp} S'= 0(2n+p)x2n )
de (70) (pré-multiplicando por S e pds-multiplicando por S') obtém-se

APA-P+C'C<0
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Sistemas Discretos
Filtro .72, — Finsler

@ Existem matrizes A¢, By, Cs e Dy tais que o erro de estimagao tende
assintoticamente para zero e a norma %, da fungao de transferéncia de w para e é
limitada por y > 0 se e somente se existirem uma matriz simétrica definida positiva
W e R2™2" ¢ matrizes E € R2"2", K € R2™2" Q ¢ R"™2" tais que

W+KALAK K+ AFE KB+ AQ lod

-K'+EA  -W-E-F EB-Q@ 01,
BK +QA BEE-Q@ BQ+Q@B+l, D
C 0 D 7l
De fato, pré-multiplicando por S e pés-multiplicando por S’ com
|2n /:4/ 02n><r 02n><p . . ,
S=|0r.2n B I Orxp | > [A ~lop B 02n><p] S'= 02n><(2n+r+p)

0p><2n 0p><2n 0p><r |p
tem-se 0 bounded real lemma
w Aw o C
WA NW wB 0
0 BW |~, D
cC o b 2,
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Sistemas Discretos

Filtro .7Z, — Finsler (outra estratégia)

@ Existem matrizes A¢, By, Cs e Dy tais que o erro de estimagao tende
assintoticamente para zero e a norma %, da fungao de transferéncia de w para e é
limitada por y > 0 se e somente se existirem uma matriz simétrica definida positiva
W € R2"*2" ¢ uma matriz 2~ € R(4"r+P)x(2n+P) tais que

w o o0 0 ) i A O
0 -w o0 o0 A~y B 0] |-k 0],
o o I 0 +%[é o b 1| B b|*7°

0 0 0 - 0 —Ip

De fato, pré-multiplicando por S e pds-multiplicando por S’ com
5 PZn A0 O
0o B I, D]
tem-se o bounded real lemma
w Aw o ('

WA W WB o
>0
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Sistemas Discretos

— Finsler

@ Como no caso continuo, a matriz 2° € R(4H+P)x(2n+P) pode ser particionada

em blocos
X1 Xi2
Xo1 Xoo
Q%‘ p—
X391 Xaz
Xa1 Xap

com X11 c ]R2nx2n, X12 c ]R2n><p, X21 c ]R2n><2n, X22 c ]R2n><p, X31 c ]Rr><2n,
X32 € R™P, X41 € Rprn, Xygo € RRP*P,

@ Escolhendo estruturas particulares para essas matrizes (eventualmente zerando
algumas), com mudancas de variaveis e transformagoes de congruéncia, é
possivel obter uma condigao LMI em termos das variaveis de folga (que podem ser
particionadas como P ou como W) para a determinagao do filtro de ordem
completa que minimiza a norma .

@ Condigdes equivalentes podem ser obtidas com o sistema dual (A, C’,B',D’)
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Filtragem robusta

Extensoes para filtragem robusta

Comentarios

@ Estratégias baseadas nas subparticdes das matrizes de P e W podem ser
utilizadas para a determinacao de filtros robustos baseados na estabilidade
quadratica. Para isso, basta considerar as LMIs nos vértices do sistema;

@ Estratégias baseadas nas subparticdes das matrizes de folga K e E podem
ser utilizadas para a determinagao de filtros robustos certificados por fungdes
de Lyapunov afins. Para isso, basta considerar as LMIs nos vértices do
sistema, cada qual com uma matriz de Lyapunov;

@ Uma outra estratégia consiste em tratar diretamente os produtos do tipo AK'
e A'E’, impondo que as matrizes K e E tenham particoes comuns (ou
relacionadas por escalares), deixando as demais parti¢ées livres [DZZMO06,
Automatica].
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Filtragem robusta
Filtro .77, robusto

@ Pegando por exemplo o resultado /%, com Finsler para sistemas continuos,
varidveis extras K, E e Q, fazendo Q =0, tem-se:

Existem matrizes A¢, By, Cr e Dy tais que o erro de estimagao tende
assintoticamente para zero e a norma %, da funcao de transferéncia de w para e é
limitada por ¥ > 0 se existirem uma matriz simétrica definida positiva P € R2"<2",
matrizes E € R27%2" ¢ K € R2™2" tais que

KA+ AK' P—-K+AE KB (C
P-K +EA —-E-F EB 0
B K BE -1, D

c 0 b

<0

Para chegar ao resultado na forma de LMIs, escolhem-se as particbes nx ne as
mudangas de variaveis

P14 P12}
P= K=
[sz P2z

Kii K Enn K ; >
A = A~ KA =K;, KB =K;
[ } , E [E21 il =K, r = Ko
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Filtragem robusta

Filtro .7, robusto

Existe um filtro . (A¢, By, Cr, Df) se existirem 0 < P € R2"<2" particionada como
na transparéncia anterior, K11 € R"™", Kay € R™", Eyy € R™", Epy € R™",
Ki e R™N, K, c R™49, K € R™", Df ¢ RP*9 e Cr € RP*" tais que
KitA+AK, + Ko Co+ CLKS Ky +AKL, + CLK) P11 — Ki1 + A E} 4+ CLK}
* K1+K1/ P42—K21+K1/
* * —E11 — Eh
* * *
* * *
Pip — K +AEy +ChKy  Ki1By + KoDoy c
Poo - K+ K1/ K1 B1 + Ko Doy —C;
—K\—E]& E11B1 + Ko Doy 0 <0
-K—-K' E>1 By + K> Doq 0
* =Ir Dy — Doy Df
* * —¥lp
Em caso afirmativo, as matrizes do filtro sdo Cs, Dy, As = KKy, e Bi = K1 K.

ot
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Filtragem robusta

Resultado adaptado de [DZZMO06]

@ Condicao apenas suficiente, sem interesse para o caso precisamente
conhecido;

@ Extensdo para tratar (A;, Byj, Cyj, Coj, D11j,D21j), i=1,..., N (sistemas
incertos politépicos) com P(a) =Y o;P;, o € A € imediata;

@ Escolha mais geral para as particdes de E e K (como feito em [DZZMO06]),
porém que requer buscas em 1 e Ao:

Kii K Eiy MK
=] A E = A~
K [K21 K] ’ {521 MoK

@ Escolhas particulares de A4 e A, garantem a otimalidade no caso
precisamente conhecido.

@ As matrizes K1, Ko1, E11, Eo1 € também as partigdes de P podem ser
polinomialmente dependentes de parametros (resultados menos
conservadores).
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