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Sistemas Continuos — Formulagdo do Problema

ealimentacdo dindmica de saida

@ Considere o sistema linear continuo no tempo livre de incertezas
X =Ax+Biw+ Bou,
z=Cyx+Dyyw+ Dyou (1)
y=Cox+Dy1w

em que x € R" representa o estado, w € R" uma entrada externa, z € RP a saida
de referéncia, y € R9 a saida medida e u € R™ a entrada de controle.

Problema

Determine um controlador por realimentagédo de saida

).(c :ACXC i ch, Xc € ]R,nc (2)
u :CcXc i Dcy

que estabilize o sistema (1) e eventualmente atenda algum critério de desempenho.
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Sistemas Continuos — Formulagdo do Problema
Sistema em malha fechada

@ Como a entrada do sistema (1) é a saida do controlador (2) e a entrada do
controlador é a saida do sistema, tem-se o seguinte sistema em malha fechada

X A+ B> DCCQ B, Cel [ x By + BoDcDoq
. = —+ w,
Xc Bch

Ac Xc BcDo1
Aci Ba (3)
Z=[C1+D12DCC2 D1QCC] L)((J +[D11 +D12DCD21]W
[ S —
ccl Dr:l

@ A determinagao das matrizes do controlador A¢, B¢, Cc € D pode ser feita
aplicando as condicoes de analise e critérios de desempenho no sistema em malha
fechada.

@ De imediato, as desigualdades de Lyapunov resultantes sdo nao-lineares pois o
produto entre a matrix dindmica do sistema em malha fechada e a matriz de
Lyapunov gera produto de variaveis.

@ Obter desigualdades equivalentes na forma de LMIs nao é uma tarefa trivial.
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Sistemas Continuos — Formulagdo do Problema
Controle 7%

@ Seja Hyz(s) = Cy(sl— Ag) 1 B+ D, a fungéo de transferéncia da entrada w
para a saida z do sistema (3). Um controlador estabilizante com desempenho
baseado na norma .#% pode ser determinado pelo seguinte lema.

A matriz Ay € Hurwitz e ||Hyz(s)|3 < p? se e somente se existirem matrizes

W e R2M<2n @ 7/ = Z c RP*P tais que p2 > Tr(Z) e

Z> CyWCy, (4)
AC/ W + WAL‘/ + BC/BZ',‘/ < 0

0< W =

@ As desigualdades (4) e (5) sdo nao lineares nas variaveis de decisao W e as
matrizes do controlador.

@ Surpreendentemente, no caso nc = n (controlador de ordem completa) as
desigualdades podem ser linearizadas por meio de transformagdes de congruéncia

e mudanca de variaveis.
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Sistemas Continuos — Formulagdo do Problema

Controle 775 - Transformacao de congruéncia

@ Aplicando o complemento de Schur nas desigualdades (4) e (5) e lembrando que
a matriz de saida do sistema em malha fechada deve ser nula para que a norma
% seja finita, tem-se

AgW+ WAICI Bc/—
B! 1

cl

o _
<0, {WC/c/ W}>07 Dy=0

Considere as seguintes transformacdes de congruéncia

{T’ 0} {AC/W—k WA, By {T 0} _ {T’AC/ WT+T' WA, T T'Bgy

0o 1 B, —1flo 1|~ BT -1

1 0][ 2 CaW|[l O]_[ Z  CuwT|_,
o T|\lwe, w |lo T|]T|[T'wc, Twr| ">

}<0,

sendo T uma matriz a ser determinada. Condigdes LMIs podem ser obtidas caso
seja possivel encontrar uma matriz T que coloque os termos

TAGWT,  CyWT,  T'By,

como expressoes afins nas variaveis de decisao.
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Sistemas Continuos — Formulagdo do Problema

Controle 775 - Transformacao de congruéncia

@ Definindo as partigdes da matriz Lyapunov (e sua inversa) e uma matriz de
transformagao T associada

XU [y v oy
vl 5 wrle 5 b )

tém-se as seguintes relagdes (termos em vermelho sao néo lineares)

o
TAWT = —AX+BZ(CculJJ+DCC2X) YA+(AVEfiE:/CBC;DC)cJ (6)
CWT = [CiX+Dia(Col+ DsCaX) Cy+Dy2DeCal, )
TB = |yBy (Vo vBD0)Ds ) ®)
TWT = )I( \'/ ©)

comvV = VACU+ YAX + VBCCQX+ YBQCCU+ YBQDCCQX.
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Sistemas Continuos — Formulagdo do Problema

Controle 77 - Mudanga de varidveis

@ As seguintes mudancgas de variaveis
R - DC>
L=CcU+D:CoX,
F = VB¢;+ YBoDg,
Q= VA U+ YAX + VB:CoX+ YBoCcU+ YBoD:Co X

transformam as equagoes (6)-(9) em

, - _AX+82L A-‘ngRCQ
TAWT = " a va+Fc
CWT = [C1X—|—D12L C1—|—D12RCQ],
, o _B1 +BQRD21
TB = L YB1 + FD21 ’
X
TWr = I Y} ,

que sao afins nas variaveis de decisao Q, L, F e R.
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Sistemas Continuos — Formulagdo do Problema

Controle 775 - Recuperagdo do controlador

@ As mudangas de variaveis dadas em (10) podem ser colocadas na seguinte
forma compacta:

Q F| _[V VYB][Ac Bc u o Y
{L H} = {o | HCC DJ {czx J*MA[X o
@ No caso de U e V quadradas (n¢c = n), a transformacéo é invertivel se U e V sédo

nao singulares, levando a

A: B v-' —vlYB ] [Q-YAX F U1 0
Cc D¢ 0 | L R| |-CoxU~1 1

@ A necessidade de U e V serem nao singulares pode ser vista a partir das
seguintes relacoes

R R
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Sistemas Continuos — Formulagdo do Problema

Controle 775 - Otimizagdo SDP

Teorema 1

Seja ne = n. A matriz Ay é Hurwitz e ||Hwz(S)||3 < p? se e somente se existirem
matrizes X =X' e R™N, Y=Y e R™", Le R™" FecR"™9, Qe R™",

R e R™9 e Z =Z' € RP*P tais que as seguintes restricoes SDP sdo satisfeitas

p?>Tr(2),
AX+XA/+82L+L/B/2 A+ByRCo + Q@ By + B>RDo»4
* AY+YA+FCo+CLF' YBy+FDy | <O,
* * .
Z C1X—|—D12L C1—|—D12RCQ
* X [ >0, D11+ D12RDo1 = 0.
* * Y
Nesse caso,
Ac Bl [v' —VvYB][Q-YAX F U1 Onxqg
Cc Dc| ™ |Omxn Im L R —C.2XU71 |q

e U eV sdo tais que YX+ VU =1.
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Sistemas Continuos — Formulagdo do Problema

Controle .77 - Comentarios

Comentarios

@ Minimizando o valor de p? sob as restricdes do Teorema 1 tem-se controlador
o6timo 7% de ordem completa por realimentagao dinamica de saida.

@ A restricao de igualdade pode administrada pelo par Yalmip/SeDuMi.

@ As matrizes U e V nao aparecem nas LMIs, somente na recuperacao das
matrizes do controlador.

@ Numero de linhas LMIs envolvidas no problema de otimizagao: 4n+r+2p.

@ Dos elementos (1,1) e (2,2) do lado esquerdo da segunda restrigao do
Teorema 1 percebe-se que a estabilizabilidade do par (A,B,) e a
detectabilidade do par (A, C,) sao condiges necessarias para existéncia de
uma solugao factivel.
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Sistemas Continuos — Formulagdo do Problema

Controle .75 - Dual

Teorema 2

Seja ne = n. A matriz Ay é Hurwitz e ||Hwz(S)||3 < p? se e somente se existirem
matrizes X = X' e RN, Y =Y e R™", L e R™" FeR™9, Qe R™",
ReR™A9 eZ=2"cR™ tais que as seguintes restricoes SDP s3o satisfeitas

p?>Tr(2),
AX + XA + By L+ LB, A+B;RC, + Q' XCi+L'Dj,
* AY+YA+FCy+CLF  Cj+C,R'Di,| <0,
* * —Ip
Z B,+DyRB, B,Y+DyF
* X In >0, D11+ D12RDoy = 0.
* * Y
Nesse caso,
Ac Bl [v' —VvYB][Q-YAX F U1 (1
Cc Dc| ™ |Omxn Im L R —C.2XU71 |q

e U eV sdo tais que YX+ VU =1.
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— Condigoes LMIs

Controle 7%

@ Um controlador estabilizante com desempenho baseado na norma %, pode ser
determinado a partir do seguinte lema.

A matriz Ay é Hurwitz e ||Huz(S)||2 < ¥* se e somente se existir uma matriz
0 < W =W e R2™%21 ta] que

W+ WA, WBy C,

* —¥l, D, | <0 (11)

* * —lp

@ Aplicando as transformagdes de congruéncia e mudangas de variaveis
apresentadas no caso %, também é possivel encontrar uma parametrizagao afim
nas variaveis de decisao.

@ Note que nao aparece a restricao de igualdade no caso ..
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Controle 7%, — Condigdes LMIs

Controle .7, - Condig¢des LMIs

Teorema 3

Seja nc = n. A matriz Ay é Hurwitz e |Hyz(8)||2 < ¥° se e somente se existirem
matrizes X = X' e R Y=Y e R™", Le R™" FcR™9, Qe R™" e
R € R4 tajs que as seguintes LMIs sao satisfeitas

AX+ XA + By L+ L'B; A+BRC + @

* AY + YA+ FCy+ CoF
* *
* *

B1 +BQRD21 XC(I +L/D42

YBi+FDyy  C|+CLR'D), X Iy
“A, D +DyRD, | <% |« v]7¥
* —Ip
Nesse caso,
Ac Bo] [v' —vlYB][Q-YAX F U1 0nxg
Cc Dc|  |Omxn Im L R| |-CoxU! lq

e U eV sao tais que YX+ VU =1.
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Sistemas Discretos
Sistemas Discretos

@ Considere o sistema linear discreto no tempo livre de incertezas

x(k+1)=Ax+Biw+ By,
z=Cyx+ Dyyw+ Dyou (12)
y=Cox+Dxyw

em gue x € R" representa o estado, w € R" uma entrada externa, z € RP a saida
de referéncia, y € R9 a saida medida e u € R™ a entrada de controle.

Problema

Determine um controlador por realimentagédo de saida

Xc(k + 1 ) :ACXC + ch, XC € Rnc

13
U:CcXC+Dcy ( )

que estabilize o sistema (1) e eventualmente atenda algum critério de desempenho.
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Sistemas Discretos

Controle .7/ com varidvel de folga

@ Seja Hyz(&) = Cy(El— Ay) "By + Dy a fungéo de transferéncia da entrada w
para a saida z do sistema (3) e £ o operador deslocamento. Um controlador

estabilizante com desempenho baseado na norma 7 pode ser determinado a
partir do seguinte lema.

A matriz Ay € Schur e |[Huz(€)||3 < p? se e somente se existirem matrizes
W' = W e R?"%2N 7! = Z ¢ RP*P e G € R2"*?" tais que p? > Tr(Z) e

z B
{G’ | G+G - W} >0, (4)
w A.G B
GA,, G+G -W 0y, |>0 (15)
B:;/ 0;x2n Ir

@ Note que os termos nao lineares sao formados com a variavel de folga G e nao

com a matrix de Lyapunov W. O procedimento de linearizagdo também é possivel
nesse caso.
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Sistemas Discretos

Controle 775 - Procedimento de linearizacdo

@ Diferentemente do caso continuo, em que a matriz parametrizada era a propria
matriz de Lyapunov, define-se a matriz de transformagao a partir das particdes da
variavel de folga G (e de sua inversa).

X 7 4oy 2 Iy
o A A A

@ O simbolo ? significa que esses blocos nao sao importantes nas transformacgoes
de congruéncia e mudancga de variaveis (basta que G~ exista). O resto do
procedimento segue passos similares aos do caso continuo.

@ Transformacdes de congruéncia:

, - AX+BQL A+BQRCQ
TAC’GT—{ Vo YAHFG |’
1 _ |B1+B2RDy
TBC’—{ YB,  FDy|’

CC/GT: [C1X+D12L C1+D12RCQ],
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Sistemas Discretos

Controle 775 - Procedimento de linearizacdo

T’WT:LI; ;’J
oy L[ OX4X XY UV [P
T(G+G‘W)T—[l+vx+vu y+v |70 H

com VW = VAU~ YAX + VBcCo X + YB,CcU + YBo D Co X

@ Considerando mudancas de variaveis similares as do caso continuo:

¢ -l Pl gL e o

S=YX+ VU

@ Note que a variavel S nao parece no caso continuo, servindo para linearizar o
termo néo linear: YX + VU. A recuperagao das matrizes do controlador pode ser
feita pela expressao:

Ac Be
Cc D¢

= (16)

v —v'YB,| [Q-YAX F U1 (]
0 | L R||-Coxu=' 1
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Sistemas Discretos

Controle .75 - Programagdo SDP

Teorema 4

Seja nc = n. A matriz Ag) é Schur e |Hwz(€)||2 < p? se e somente se existirem
matrizes P=P € R"™", H=H e R™", Z=2' e RP*P, X e R"™", Y ¢ R™",
LeR™N FeR™9, Qe R™" Re R™4, Sec R™" edJec R™" tais que as
seguintes restricoes SDP s3o satisfeitas

p?>Tr(2),
P J AX+BQL A—|—BQRCQ B1 —|—BQRD21
* H Q YA+ FCo YB1 + FDy4
x K« X+X—-P I,+8—-J Onxr >0,
* * Y+Y —H Onxr
* ok * * I,

Z C1X—|—D12L C1 —|—D12RCQ
* X+X-P Ih+S —-J | >0, Dy1+ D12RD>1 = 0.
* * Y+Y - H

Nesse caso, as matrizes do controlador podem ser recuperadas por meio da
expressao (16) e U e V sdo tais que S = YX + VU.
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Sistemas Discretos

Controle .77 — Comentarios

Comentarios

@ O controlador 6timo % de ordem completa por realimentagao dinamica de
saida pode ser calculado minimizando o valor de p2 sob as restri¢des do
Teorema 4.

@ Aintrodugado da variavel de folga G nao traz tantos beneficios como no caso
de realimentagdo de estados, pelo menos para sistemas precisamente
conhecidos.

@ Resultados similares podem ser obtidos sem a variavel de folga G,
aplicando-se as técnicas de linearizagao diretamente na matriz de Lyapunov.
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Sistemas Discretos

Controle .7, - Condig¢des LMIs

Teorema 5

Seja nc = n. A matriz Ay é Schur e ||Huz(€)||2 < ¥° se e somente se existirem
matrizes P=P € R™", H=H e R™", X e R™", Y ¢ R™", L e R™",
FeR™9, Qe R™" ReR™Y, SecR™" edec R™" tais que as seguintes LMIs
sdo satisfeitas

P J AX+B,L A+BsRC, Bj+ByRDoy Onxp

* H Q YA+ FCo YB; + FD>4 Onxp

* * X+X—-P 1,+8—-J Opxr X' Ci+L'D;, 0
S x Y+Y —H Onr C|+C,RD,, | ~
* % * * I, Dq1 +D_/21 H/qu

* % * * * yzlp

Nesse caso, as matrizes do controlador podem ser recuperadas por meio da
expressao (16) e U e V sdo tais que S= YX + VU.

@ O controlador 6timo %, de ordem completa por realimentagao dinamica de saida
pode ser calculado minimizando o valor de ¥? sob as restrices do Teorema 5.
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Extensoes

Controlador de ordem reduzida n; < n

@ No caso de controladores de ordem reduzida, a abordagem apresentada

requer que a matriz
X
1 Y
nao tenha posto completo. Note que a igualdade VU =1— YX tem o seu lado

esquerdo com rank deficiente pois V € R™™ e U € R™*" e n; < n. Uma das
maneiras de tratar esse problema é impor a restrigao

rank(YX —1) = n¢

nas condi¢des apresentadas, tornando-as nao convexas.
@ No caso n = 0 (controlador estatico) tem-se diretamente a restrigo X = Y.

@ OQutra abordagem para obter controladores de ordem reduzida é impor
restricoes de estrutura nas variaveis do problema, similarmente ao caso de
controle descentralizado em realimentagao de estados.
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Extensoes

Controle robusto

Sistemas com incertezas politdpicas

@ Para sistemas lineares com incertezas, a abordagem apresentada nao
permite uma extensao imediata para o computo de controladores robustos por
realimentagdo dinamica de saida, pois as matrizes do controlador dependem
das matrizes da planta.

@ Existem outras abordagens similares na literatura que permitem o computo de
controladores robustos quando somente algumas matrizes da planta
apresentam incertezas.

@ No caso de sistemas variantes no tempo cujos parametros sao lidos em
tempo real é possivel usar a abordagem proposta para projetar controladores
dependentes de parametros (gain-scheduling).
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Extensdes
Controle robusto — Alternativa

@ O sistema em malha fechada (3) pode ser reescrito na forma:

-6 ol A 2l 5D

i §2 L (N;‘g
B4 0 By||Ac B 0
* ( {Oncxr} - an 0} {CC DJ {DZJ >W
~——
By
A B:l[0 1, X
= D ]
2 ([01~ 0] +[0 : r2] [cc DJ {Cz OD H
C Ds2
: 8]
D 0 D
+([ 1] +[0 Dig] {Cc DJ Do) )"
D1y Dy

@ As matrizes Ac, B¢, Cc € D¢ do controlador podem ser obtidas como solugao do
problema de realimentacéo estatica de saida.
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Extensoes

Controle robusto — Alternativa

Essa abordagem traz inlUmeras vantagens em relagdo ao método de
transformagdes de congruéncia:

@ Extensdo imediata para tratar incertezas politdpicas nas matrizes do sistema,
inclusive na matriz C,;

@ Controle robusto;
@ Ordem reduzida;
@ Uso de fungdes de Lyapunov dependentes de parametros.
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Extensoes
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Extensdes
Controlador Dinamico na literatura

Outros condigoes

Procedimentos baseados no Lema da Projecao para obter condi¢gdes LMIs para o
projeto do controlador, no caso precisamente conhecido, podem ser encontrados
por exemplo em

@ T. lwasaki and R. E. Skelton. All controllers for the general H-infinity control
problem: LMI existence conditions and state-space formulas. Automatica,
30(8):1307-1317, August 1994;

@ P. Gahinet and P. Apkarian. A linear matrix inequality approach to H-infinity
control. International Journal of Robust and Nonlinear Control, 4(4):412—448,
July-August 1994.

Ordem reduzida
O problema é nao convexo!
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