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LMIs — Breve histórico

Teoria de Lyapunov [Lya92]

As trajetórias de ẋ = Ax convergem para a origem se e somente se existir uma
matriz simétrica definida positiva P tal que A′P+PA< 0.

Segundo o The MacTutor History of Mathematics archive,
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/~history/index.html, Aleksandr
Mikhailovich Lyapunov (1857–1918) foi colega e contemporâneo de Andrei
Andreyevich Markov (1856–1922) na Universidade de São Petersburgo, tendo
ambos trabalhado com Pafnuti Lvovich Tchebychev (1821–1894). Lyapunov
apresentou a tese de doutorado The general problem of the stability of motion em
1892 à Universidade de Moscou.

Três momentos de Lyapunov.
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LMIs de Lyapunov

Lyapunov mostrou que essa primeira LMI

P > 0, A′P+PA< 0

pode ser resolvida explicitamente. Para isso, escolhe-se uma matriz simétrica
definida positiva Q arbitrária e resolve-se a equação linear

A′P+PA+Q = 0

A solução P é definida positiva se e somente se o sistema ẋ = Ax for estável.

Outros fatos envolvendo LMIs

Aplicação do método de Lyapunov (Lur’e, Postnikov) em problemas práticos
de engenharia (estabilidade de um sistema de controle com não-linearidade
no atuador) — 1940’s;

Lema de positividade real (Yakubovich, Popov, Kalman), relação com
passividade, teorema do ganho pequeno, critério linear quadrático, solução
por meio de equações algébricas de Riccati — 1960’s;

Outros resultados na antiga União Soviética;
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LMIs

Menção expĺıcita de LMI

J. C. Willems (1971) apresenta a LMI [Wil71]

[

A′P+PA+Q PB+C ′

B ′P+C R

]

≥ 0

que pode ser resolvida estudando-se as soluções simétricas da equação
algébrica de Riccati

A′P+PA− (PB+C ′)R−1(B ′P+C)+Q = 0

Encontrar P tal que

P > 0 , A′
1P+PA1 < 0 , A′

2P+PA2 < 0

não tem solução expĺıcita!

Entretanto, é um problema convexo, pode ser resolvido numericamente de
maneira simples, com convergência garantida.
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Primeiras conclusões sobre LMIs

LMIs são problemas convexos de otimização!

Resolver um problema é transformá-lo em LMIs;

Algoritmos com convergência global: elipsóide, projeção, planos de corte,
método dos pontos interiores — 1980’s;

Método dos pontos interiores: complexidade polinomial;

Pacotes computacionais especializados (programação semi-definida).

LMIs nos últimos 30 anos

Inúmeros problemas de análise de estabilidade, projetos de controladores e
filtros podem ser colocados na forma de LMIs;

Tratamento de incertezas (análise de estabilidade, controle e filtragem
robusta, gain-scheduling) e de modelos mais gerais (saturações,
não-linearidades).
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Conceitos básicos

Matrizes

As propriedades de matrizes apresentadas no material podem ser encontradas em
vários livros como [Gan59], [Bel97], [HJ85], [HJ91]; em livros de sistemas lineares
como [Che99], de álgebra linear aplicada [Mey00], [Str88], [Str03], de otimização
[BV04], [BNO03] e mesmo de controle [SIG98], [ZDG96], [ZD98].

Referência básica

Linear Matrix Inequalities in System and Control Theory — [BEFB94]

S. Boyd, L. El Ghaoui, E. Feron, and V. Balakrishnan.
SIAM Studies in Applied Mathematics, Philadelphia, PA, 1994.
(dispońıvel em PDF em http://www.stanford.edu/~boyd/lmibook/).
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Veja também

Desigualdades Matriciais Lineares em Controle — [PG07]

R. M. Palhares and E. N. Gonçalves. Editor/Organizador: L. A. Aguirre. Vol. 1,
pp. 155–195, Enciclopédia de Automática: Controle e Automação, Editora
Edgard Blücher LTDA, São Paulo, 2007.

Análise e controle de sistemas lineares por meio de desigualdades matriciais
lineares — [OP10]

R. C. L. F. Oliveira e P. L. D. Peres. Editores/Organizadores: A. P. Feltrin, C. R.
Minussi, M. C. M. Teixeira, R. A. R. Lázaro. Vol. 1, pp. 203–229, Tutoriais do
XVIII Congresso Brasileiro de Automática. São Paulo: Cultura Acadêmica, 2010.
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Outras fontes

Material adicional: [GNLC95], [VB00] e Internet

Wikipedia
(http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_matrix_inequality)

W ıκımization: a repository and resource for all things Optimization.
(http://www.convexoptimization.com/wikimization/)

Prof. Reinaldo M. Palhares (UFMG)
(http://www.cpdee.ufmg.br/~palhares/)

Prof. Carsten W. Scherer (TUDelft)
(http://www.dcsc.tudelft.nl/~cscherer/)

Prof. Mauŕıcio C. de Oliveira (UCSD)
(http://maecourses.ucsd.edu/~mdeolive/mae280b/)
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Pacotes I

LMI solvers e outros pacotes

LMIsolver do Robust Control Toolbox [GNLC95] para uso com o Matlab
(http://www.mathworks.com/)

LMItool do Scilab [INR03]
(http://www.scilab.org/product/man/lmitool.html)

SeDuMi (Self-Dual-Minimisation) [Stu99]
(http://sedumi.ie.lehigh.edu/)

Mosek [AA00]
(https://www.mosek.com/)

YALMIP (Yet Another LMI Parser) [Löf04] linguagem para formular e resolver
problemas de otimização convexos e não convexos, implementada como um
toolbox gratuito do Matlab.
(https://yalmip.github.io/)

ROLMIP (Robust LMI Parser) [AOP12b] parser para programar LMIs
dependentes de parâmetros pertencentes ao simplex unitário (ou multi-simplex).
(https://rolmip.github.io/)

Non Commutative Algebra Packages (roda no Mathematica)
(http://math.ucsd.edu/~ncalg/)
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Condições de Estabilidade

As noções básicas de estabilidade podem ser encontradas, por exemplo, em
[Che99]. Noções sobre o método de planos de corte podem ser vistas em
[BNO03], e aplicação do método na resolução de LMIs em [BPG89], [Per89],
[GPB91].

O lema de Finsler, da maneira como foi apresentado, pode ser encontrado em
[dS01]. Várias aplicações e extensões aparecem em [SIG98], que trata também de
outras propriedades ligadas à álgebra linear, transformações de congruência,
matrizes definidas positivas, diversos problemas de controle, etc.

As condições de estabilidade envolvendo matrizes adicionais, condição ➃ do
lema de Finsler, surgiram de LMIs relacionadas com a positividade real de
matrizes de transferência com matrizes arbitrárias. Veja [GdH98] para sistemas
cont́ınuos e [dGH99] para sistemas discretos no tempo.

Para as regiões de estabilidade descritas por LMIs, veja [HB92], [CG96],
[CGA99] e [PABB00].
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Estabilidade Robusta

Incerteza politópica — Casos Cont́ınuo e Discreto

A análise de estabilidade robusta por meio de uma mesma função de Lyapunov
(estabilidade quadrática) apareceu pela primeira vez (ou pelo menos uma das
primeiras vezes) em [HB76].

A análise por meio de uma função de Lyapunov dependente de maneira afim
dos parâmetros αi , i = 1, . . . ,N, permitida pelo uso das matrizes extras da
condição ➃ do lema de Finsler, surge como extensão direta dos resultados de
[GdH98] (sistemas cont́ınuos) e [dGH99] (sistemas discretos). A generalização
desses resultados para tratar uma região convexa D do plano complexo aparece
em [PABB00]. Veja também [PDSV09].

A idéia de expandir as expressões de Lyapunov em termos de um polinômio
matricial com coeficientes reais positivos cuja soma é igual a 1, apresentada nos
lemas, foi proposta em [RP01a] para sistemas discretos e [RP01b], [RP02] para
sistemas cont́ınuos no tempo.

A junção dessas idéias (matrizes extras dependentes de parâmetros do lema de
Finsler com expansão dos termos do polinômio matricial), foi publicada em
[LP03] para regiões genéricas convexas D do plano complexo. Veja também os
trabalhos [dOL+02], [LMd+04].
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Análise de Estabilidade

LMIs dependentes de parâmetros associadas a condições de estabilidade
robusta foram resolvidas de maneira completa, por meio de procedimentos
convergentes, nos trabalhos [Bli04a], [Bli04b], [CGTV05], [OP06], [BOMP06],
[SH06], [Sch06], [OP07], [Che08].

Estratégias baseadas em decomposição em soma de quadrados (SOS) [Par03],
[LA08] e teoria de momentos [Las01], [HAPL04] também podem ser usadas para
certificar a estabilidade.

Uma abordagem um pouco diferente, com uma função de Lyapunov que
depende da matriz dinâmica do sistema, pode ser encontrada em [dOP10],
[dOP08], [OdP08], [BOdP18].

Outra estratégia: dividir o espaço paramétrico [GPTM06], [Ois07].

Caso cont́ınuo, variante no tempo, com taxa limitada: [MP04], [Bli05],
[GC06], [CGTV07], [OdP09], [MOPB09], [OdP09].
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Custo Garantido

Cômputo de custo garantido H∞ e H2 para sistemas cont́ınuos e discretos

A relação da norma H2 com os gramianos de controlabilidade e
observabilidade pode ser encontrada em vários livros textos de controle.

Os bounded real lemmas surgiram antes das caracterizações por LMI da norma
H∞. Veja por exemplo [Fra87], [DGKF89], [Sch90]. As caracterizações por LMI
podem ser obtidas por complemento de Schur ou diretamente a partir das
propriedades da relação entrada-sáıda [BEFB94], [ZDG96], [ZD98], [DFT92].

A caracterização por LMIs aparece por exemplo em [PTP97], que apresenta o
cômputo de custo garantido H2 e H∞ baseado na estabilidade quadrática.

Em [ABP02] as normas são caracterizadas pelo Lema de Finsler, visando a
extensão para o cômputo de custo garantido por meio de funções de Lyapunov
afins no parâmetro incerto.

Em [dOL+03], [dOL+04b], [dOL+04a] as idéias de expansão da expressão
polinomial são usadas para a caracterização de custos garantidos por meio de
funções afins de Lyapunov, com extensão para polinômios de grau genérico em
[OP08], [dOP08] (envolvendo a matriz dinâmica do sistema).
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Realimentação de Estado

Inúmeros resultados utilizando estabilidade quadrática surgiram na literatura a
partir de 1980, primeiramente tratando o caso“matriz de controle”B
precisamente conhecida e depois casos com A e B incertos. Um relato sobre o
assunto pode ser encontrado no livro [BEFB94].

A mudança de variáveis W = P−1 e KP−1 = Z foi proposta em [BPG89] no
contexto de estabilização robusta de um sistema incerto com (A,B)(α)
pertencente a um politopo. Essa mesma mudança de variáveis aparece de
maneira impĺıcita quando se analisa o sistema aumentado e esse tipo de análise
aparece por exemplo em [Bar83]. Veja também [BEFB94, página 113] e [GPB91]
para uma discussão de como a estabilização por realimentação de estados pode
ser abordada como um problema convexo de otimização.

A śıntese no caso discreto a partir da estabilizabilidade quadrática aparece em
[GPB91], com o sistema aumentado.

Extensões incorporando alocação de pólos em subregiões aparecem por
exemplo em [GB95], [GB96], [CGA99].
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Realimentação de Estado I

Em [dBG99] aparece a śıntese a partir da matriz extra, contendo como caso
particular a estabilizabilidade quadrática, garantindo a estabilidade em malha
fechada por meio de uma matriz de Lyapunov dependente de maneira afim dos
parâmetros. A extensão desse resultado para estabilização em regiões genéricas
do plano complexo aparece em [PABB00] e [AHP02] (porém não é posśıvel tratar
a região igual ao semi-plano esquerdo — estabilidade de sistemas cont́ınuos).

Restrições de estrutura

As idéias apresentadas sobre controle descentralizado, impondo uma estrutura
particular para as matrizes que fornecem o ganho, aparecem em [PG93], [GBP94]
no contexto de estabilizabilidade quadrática. Para realimentação de sáıda, em
[PGA91] e [GPS93a]. Veja também [GPS96] para uma discussão sobre
realimentação de sáıda e [GPS93c] para uma abordagem do problema a partir da
condição ➁ do lema de Finsler. Veja também [SADG97], [GdS98] e [CT99].

Trabalhos mais recentes permitem a presença de incertezas na matriz de sáıda
[DY07] e podem usar matrizes de Lyapunov dependentes de parâmetros
[MOP09, AOP10a, AOP10b, AOP12a], estendendo resultados que procuram o
ganho estático de sáıda a partir de um ganho robusto de realimentação de
estados [PA01], [APS03], [MBB04].
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Realimentação de Estado II

Uma estratégia proposta recentemente trata de forma unificada os problemas
de realimentação de estados e de sáıda, e controle descentralizado [FOP16]. A
principal novidade é que o ganho de controle é tratado como uma variável de
otimização (e não recuperado a posteriori, como nas abordagens tradicionais).
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Realimentação de Estado com Custo Garantido

Controle H2 e H∞

Usando a transformação de variáveis W = P−1 e KP−1 = Z , inúmeros
resultados apareceram incorporando os critérios como norma H2 e/ou norma H∞

em problemas convexos de otimização para cômputo do ganho de realimentação
de estados [GPS91], [PGS91], [KR91], [GPS92], [PG93], [KKR93], [GPS93b],
[PGS93a], [GPS94], [PGS94b], [GPS95], também incorporando restrições de
alocação de pólos [BSU93], [PUG94], [PGU94] e de realimentação de sáıda
[PSG94], [PGS93c], [PGS93b], [PGS94a], [PS95a], [PS95b].

A śıntese para sistemas discretos a partir da matriz G com critérios H2 e H∞

aparece em [dGB02], estendendo assim os resultados de [dBG99].

Caso cont́ınuo: [Sha01], [ATB01], [EH04], [GK06], [ROC15], [VOP15].
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Filtragem Robusta e Controlador Dinâmico

Uma solução na forma de LMIs, baseada na estabilidade quadrática, para o
problema de filtragem robusta aparece em [Ger99], com extensões para tratar
outros critérios [PP99a], [PP99b],[PP00], [dT00], [Gd01], [GBGd00], atraso
[dPP01], [PdP01], [dG03].

No caso de sistemas discretos, a extensão do resultado de [dBG99] para a
śıntese de filtros robustos baseados em funções de Lyapunov dependentes de
parâmetros aparece em [GdB02]. Veja também [dBT06].

Mais recentemente, surgem os artigos [DZZM06], [GMC08] que exploram
graus de liberdade de variáveis de folga para fazer a śıntese do filtro, tanto no
caso cont́ınuo quanto no discreto. Esses resultados foram generalizados em
[LOP11], que usou mais variáveis de folga. Veja também [BdT05], [dBT07] para
filtragem robusta.

A parametrização do controlador dinâmico por meio de LMIs aparece nos
artigos [GA94], [IS94], [SGC97]. Extensões para tratar incertezas aparecem em
[GBd99], [dGB00] (sistemas cont́ınuos no tempo) e [dGB02] (sistemas discretos,
com funções de Lyapunov dependentes de parâmetros).
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Extensões

Controladores dependentes de parâmetros e estratégias gain-scheduling surgem
no começo dos anos 1990 [SA91], [AGB95], tendo sido largamente utilizadas
desde então [RS00], [SR00], [Td01], [dT06]. Artigos recentes incluem modelos
mais precisos para a taxa de variação dos parâmetros no caso discreto [OP09],
[DCO+09] e formulações em BMIs para melhorar os ı́ndices de desempenho
[BOAP08a]. Filtragem dependente de parâmetros no contexto de estabilidade
quadrática e também no contexto de taxas de variações limitadas [BOAP08b],
[MOPB09], [BOAP09], [BOAP10].

Representação em multi-simplex permitem a especialização da função de
Lyapunov para cada tipo de parâmetro (variante no tempo arbitrariamente ou
não, ou invariante) [OBP08a], [OBP08b].

No caso discreto, funções de Lyapunov dependentes de um [DB01] ou mais
instantes de tempo [LD06], [Lee06] permitem resultados menos conservadores
(taxas de variação arbitrárias).
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