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LMIs — Breve histérico

Teoria de Lyapunov [Lya92]

As trajetdrias de x = Ax convergem para a origem se e somente se existir uma
matriz simétrica definida positiva P tal que AP+ PA < 0.

@ Segundo o The MacTutor History of Mathematics archive,
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/ history/index.html, Aleksandr
Mikhailovich Lyapunov (1857-1918) foi colega e contemporaneo de Andrei
Andreyevich Markov (1856-1922) na Universidade de S3o Petersburgo, tendo
ambos trabalhado com Pafnuti Lvovich Tchebychev (1821-1894). Lyapunov
apresentou a tese de doutorado The general problem of the stability of motion em
1892 a Universidade de Moscou.

Trés momentos de Lyapunov.
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LMIs de Lyapunov

@ Lyapunov mostrou que essa primeira LMI

P >0, AP+PA<O
pode ser resolvida explicitamente. Para isso, escolhe-se uma matriz simétrica
definida positiva Q arbitrdria e resolve-se a equac3o linear
AP+PA+Q=0

A solucdo P é definida positiva se e somente se o sistema x = Ax for estavel.

Outros fatos envolvendo LMIs

@ Aplicagdo do método de Lyapunov (Lur’e, Postnikov) em problemas préticos
de engenharia (estabilidade de um sistema de controle com n3o-linearidade
no atuador) — 1940’s;

@ Lema de positividade real (Yakubovich, Popov, Kalman), relagdo com
passividade, teorema do ganho pequeno, critério linear quadratico, solugdo
por meio de equagdes algébricas de Riccati — 1960's;

@ Outros resultados na antiga Unido Soviética;
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LMIs

Mencao explicita de LMI

@ J. C. Willems (1971) apresenta a LMI [Wil71]

AP+PA+Q PB+C'| _ |
B'P+C R =

que pode ser resolvida estudando-se as solugdes simétricas da equacdo
algébrica de Riccati

AP+PA—(PB+CYRYB'P+C)+Q=0

@ Encontrar P tal que
P>0, AP+ PA; <0, AP+ PAy <0

n3o tem solug3o explicita!

@ Entretanto, é um problema convexo, pode ser resolvido numericamente de
maneira simples, com convergéncia garantida.
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Primeiras conclusoes sobre LMIs

LMIls sao problemas convexos de otimizag¢3o!

@ Resolver um problema é transforma-lo em LMls;

@ Algoritmos com convergéncia global: elipséide, projecdo, planos de corte,
método dos pontos interiores — 1980's;

@ Método dos pontos interiores: complexidade polinomial;

@ Pacotes computacionais especializados (programagio semi-definida).

LMls nos dltimos 30 anos

@ Inimeros problemas de anilise de estabilidade, projetos de controladores e
filtros podem ser colocados na forma de LMls;

@ Tratamento de incertezas (andlise de estabilidade, controle e filtragem
robusta, gain-scheduling) e de modelos mais gerais (saturagdes,
n3o-linearidades).
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Conceitos basicos

Matrizes

As propriedades de matrizes apresentadas no material podem ser encontradas em
varios livros como [Gan59], [Bel97], [HJ85], [HJ91]; em livros de sistemas lineares
como [Che99], de &lgebra linear aplicada [Mey00], [Str88], [Str03], de otimiza¢io
[BV04], [BNOO3] e mesmo de controle [SIG98], [ZDG96], [ZD98].

Referéncia basica

Linear Matrix Inequalities in System and Control Theory — [BEFB94]

S. Boyd, L. El Ghaoui, E. Feron, and V. Balakrishnan.
SIAM Studies in Applied Mathematics, Philadelphia, PA, 1994.
(disponivel em PDF em http://www.stanford.edu/ boyd/lmibook/).
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Veja também

Desigualdades Matriciais Lineares em Controle — [PGO07]

R. M. Palhares and E. N. Gongalves. Editor/Organizador: L. A. Aguirre. Vol. 1,
pp. 155-195, Enciclopédia de Automatica: Controle e Automag3o, Editora
Edgard Bliicher LTDA, Sao Paulo, 2007.

Andlise e controle de sistemas lineares por meio de desigualdades matriciais

lineares — [OP10]

R. C. L. F. Oliveira e P. L. D. Peres. Editores/Organizadores: A. P. Feltrin, C. R.
Minussi, M. C. M. Teixeira, R. A. R. Lazaro. Vol. 1, pp. 203-229, Tutoriais do
XVIII Congresso Brasileiro de Automatica. S3o Paulo: Cultura Académica, 2010.
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Outras fontes

Material adicional: [GNLC95], [VB00] e Internet

@ Wikipedia
(http://en.wikipedia.org/wiki/Linear_matrix_inequality)

@ W iximization: a repository and resource for all things Optimization.
(http://www.convexoptimization.com/wikimization/)

@ Prof. Reinaldo M. Palhares (UFMG)
(http://wuw.cpdee.ufmg.br/ palhares/)

@ Prof. Carsten W. Scherer (TUDelft)
(http://www.dcsc.tudelft.nl/~cscherer/)

@ Prof. Mauricio C. de Oliveira (UCSD)
(http://maecourses.ucsd.edu/ "mdeolive/mae280b/)
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Pacotes I

LMI solvers e outros pacotes

@ LMIsolver do Robust Control Toolbox [GNLC95] para uso com o Matlab
(http://www.mathworks.com/)

@ LMiItool do Scilab [INR03]
(http://www.scilab.org/product/man/lmitool.html)
@ SeDuMi (Self-Dual-Minimisation) [Stu99]
(http://sedumi.ie.lehigh.edu/)

@ Mosek [AA0Q]
(https://www.mosek.com/)

@ YALMIP (Yet Another LMI Parser) [L6f04] linguagem para formular e resolver
problemas de otimizagdo convexos e ndo convexos, implementada como um
toolbox gratuito do Matlab.

(https://yalmip.github.io/)

@ ROLMIP (Robust LMI Parser) [AOP12b] parser para programar LMls
dependentes de pardmetros pertencentes ao simplex unitdrio (ou multi-simplex).
(https://rolmip.github.io/)

@ Non Commutative Algebra Packages (roda no Mathematica)
(http://math.ucsd.edu/"ncalg/)
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Condicoes de Estabilidade

@ As nogdes basicas de estabilidade podem ser encontradas, por exemplo, em
[Che99]. Nogdes sobre o método de planos de corte podem ser vistas em
[BNOO3], e aplicagdo do método na resolucdo de LMIs em [BPG89], [Per89],
[GPBOI1].

@ O lema de Finsler, da maneira como foi apresentado, pode ser encontrado em
[dS01]. Varias aplicagdes e extensBes aparecem em [SIG98], que trata também de
outras propriedades ligadas a élgebra linear, transformag¢des de congruéncia,
matrizes definidas positivas, diversos problemas de controle, etc.

@ As condi¢les de estabilidade envolvendo matrizes adicionais, condicio @ do
lema de Finsler, surgiram de LMls relacionadas com a positividade real de
matrizes de transferéncia com matrizes arbitrarias. Veja [GdH98] para sistemas
continuos e [dGH99] para sistemas discretos no tempo.

@ Para as regides de estabilidade descritas por LMlIs, veja [HB92], [CG96],
[CGA99] e [PABBOO].
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Estabilidade Robusta

@ Incerteza politépica — Casos Continuo e Discreto

@ A anailise de estabilidade robusta por meio de uma mesma fun¢io de Lyapunov
(estabilidade quadrética) apareceu pela primeira vez (ou pelo menos uma das
primeiras vezes) em [HB76].

@ A anélise por meio de uma fun¢do de Lyapunov dependente de maneira afim
dos parametros «;, i =1,..., N, permitida pelo uso das matrizes extras da
condicdo @ do lema de Finsler, surge como extensio direta dos resultados de
[GdH98] (sistemas continuos) e [dGH99] (sistemas discretos). A generalizagdo
desses resultados para tratar uma regido convexa & do plano complexo aparece
em [PABBO00]. Veja também [PDSV09].

@ A idéia de expandir as expressdes de Lyapunov em termos de um polinémio
matricial com coeficientes reais positivos cuja soma € igual a 1, apresentada nos
lemas, foi proposta em [RP01la] para sistemas discretos e [RP0O1b], [RP02] para
sistemas continuos no tempo.

@ A jung3o dessas idéias (matrizes extras dependentes de pardmetros do lema de
Finsler com expans3o dos termos do polinémio matricial), foi publicada em
[LPO3] para regides genéricas convexas Z do plano complexo. Veja também os
trabalhos [dOLT02], [LMdT04].
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Anilise de Estabilidade

@ LMIs dependentes de pardmetros associadas a condi¢cdes de estabilidade
robusta foram resolvidas de maneira completa, por meio de procedimentos
convergentes, nos trabalhos [Bli04a], [Bli04b], [CGTV05], [OP06], [BOMPO6],
[SHO06], [Sch06], [OPO07], [Che08].

@ Estratégias baseadas em decomposicdo em soma de quadrados (SOS) [Par03],
[LAOQ8] e teoria de momentos [Las01], [HAPL04] também podem ser usadas para
certificar a estabilidade.

@ Uma abordagem um pouco diferente, com uma fung¢io de Lyapunov que
depende da matriz dindmica do sistema, pode ser encontrada em [dOP10],
[dOP08], [OdP08], [BOdP18].

@ Outra estratégia: dividir o espaco paramétrico [GPTMO06], [Ois07].

@ Caso continuo, variante no tempo, com taxa limitada: [MP04], [BIli05],
[GCO6], [CGTV07], [0dP09], [MOPBOY], [OdP0Y].
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Custo Garantido

@ Computo de custo garantido %, e % para sistemas continuos e discretos

@ A relagdo da norma J# com os gramianos de controlabilidade e
observabilidade pode ser encontrada em vdrios livros textos de controle.

@ Os bounded real lemmas surgiram antes das caracteriza¢des por LMI da norma
. Veja por exemplo [Fra87], [DGKF89], [Sch90]. As caracteriza¢cdes por LMI
podem ser obtidas por complemento de Schur ou diretamente a partir das
propriedades da relagdo entrada-saida [BEFB94], [ZDG96], [ZD98], [DFT92].

@ A caracterizagdo por LMIs aparece por exemplo em [PTP97], que apresenta o
computo de custo garantido % e J#, baseado na estabilidade quadratica.

@ Em [ABP02] as normas sdo caracterizadas pelo Lema de Finsler, visando a
extens3o para o computo de custo garantido por meio de fungdes de Lyapunov
afins no parametro incerto.

@ Em [dOL"03], [dOLT04b], [dOLT04a] as idéias de expansdo da expressio
polinomial s3o usadas para a caracterizacdo de custos garantidos por meio de
fungdes afins de Lyapunov, com extens3o para polindmios de grau genérico em
[OP08], [dOP08] (envolvendo a matriz dindmica do sistema).
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Realimentacao de Estado

@ Inimeros resultados utilizando estabilidade quadratica surgiram na literatura a
partir de 1980, primeiramente tratando o caso “matriz de controle” B
precisamente conhecida e depois casos com A e B incertos. Um relato sobre o
assunto pode ser encontrado no livro [BEFB94].

@ A mudanca de varidveis W = P~ ¢ KP~1 = Z foi proposta em [BPG89] no
contexto de estabilizagdo robusta de um sistema incerto com (A, B)(a)
pertencente a um politopo. Essa mesma mudanc¢a de varidveis aparece de
maneira implicita quando se analisa o sistema aumentado e esse tipo de andlise
aparece por exemplo em [Bar83]. Veja também [BEFB94, pagina 113] e [GPBI1]
para uma discussdo de como a estabilizacdo por realimentacdo de estados pode
ser abordada como um problema convexo de otimizag3o.

@ A sintese no caso discreto a partir da estabilizabilidade quadratica aparece em
[GPB91], com o sistema aumentado.

@ Extensdes incorporando aloca¢ido de pdlos em subregiGes aparecem por
exemplo em [GB95], [GB96], [CGA99].
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Realimentacao de Estado I

@ Em [dBG99] aparece a sintese a partir da matriz extra, contendo como caso
particular a estabilizabilidade quadratica, garantindo a estabilidade em malha
fechada por meio de uma matriz de Lyapunov dependente de maneira afim dos
pardmetros. A extensdo desse resultado para estabilizagdo em regiGes genéricas
do plano complexo aparece em [PABB00] e [AHP02] (porém n&o é possivel tratar
a regido igual ao semi-plano esquerdo — estabilidade de sistemas continuos).

@ Restricoes de estrutura

@ As idéias apresentadas sobre controle descentralizado, impondo uma estrutura
particular para as matrizes que fornecem o ganho, aparecem em [PG93], [GBP94]
no contexto de estabilizabilidade quadratica. Para realimentacdo de saida, em
[PGA91] e [GPS93a]. Veja também [GPS96] para uma discussdo sobre
realimentagdo de saida e [GPS93c] para uma abordagem do problema a partir da
condi¢do @ do lema de Finsler. Veja também [SADGI7], [GdS98] e [CT99].

@ Trabalhos mais recentes permitem a presenca de incertezas na matriz de saida
[DYO07] e podem usar matrizes de Lyapunov dependentes de pardmetros
[MOP09, AOP10a, AOP10b, AOP12a], estendendo resultados que procuram o
ganho estdtico de saida a partir de um ganho robusto de realimentacdo de
estados [PAO1], [APS03], [MBBO04].
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Realimentacao de Estado II

® Uma estratégia proposta recentemente trata de forma unificada os problemas
de realimentacdo de estados e de saida, e controle descentralizado [FOP16]. A
principal novidade é que o ganho de controle é tratado como uma varidvel de
otimizag3o (e n3o recuperado a posteriori, como nas abordagens tradicionais).
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Realimentacao de Estado com Custo Garantido

@ Controle J%% e 7,

@ Usando a transformac3o de varidveis W = P~1 e KP~1 = Z, intimeros
resultados apareceram incorporando os critérios como norma J# e/ou norma
em problemas convexos de otimizagdo para computo do ganho de realimentacdo
de estados [GPS91], [PGS91], [KRI1], [GPS92], [PGI3], [KKR93], [GPS93b],
[PGS93a], [GPS94], [PGS94b], [GPS95], também incorporando restricdes de
alocagdo de pdlos [BSU93], [PUG94], [PGU94] e de realimentagio de saida
[PSG94], [PGS93c], [PGS93b], [PGS94a], [PS95a], [PSI5b].

@ A sintese para sistemas discretos a partir da matriz G com critérios J% e 2
aparece em [dGBO02], estendendo assim os resultados de [dBG99].

@ Caso continuo: [Sha01], [ATBO01], [EHO04], [GK06], [ROC15], [VOP15].
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Filtragem Robusta e Controlador Dinamico

@ Uma solugdo na forma de LMIs, baseada na estabilidade quadratica, para o
problema de filtragem robusta aparece em [Ger99], com extensdes para tratar
outros critérios [PP99a], [PP99b],[PP00], [dT00], [Gd01], [GBGd00], atraso
[dPPO1], [PdPO1], [dGO3].

@ No caso de sistemas discretos, a extensdo do resultado de [dBG99] para a
sintese de filtros robustos baseados em fun¢des de Lyapunov dependentes de
parametros aparece em [GdB02]. Veja também [dBT06].

@ Mais recentemente, surgem os artigos [DZZMO06], [GMCO08] que exploram
graus de liberdade de varidveis de folga para fazer a sintese do filtro, tanto no
caso continuo quanto no discreto. Esses resultados foram generalizados em
[LOP11], que usou mais variaveis de folga. Veja também [BdT05], [dBT07] para
filtragem robusta.

@ A parametrizagdo do controlador dindmico por meio de LMIs aparece nos
artigos [GA94], [1S94], [SGCI7]. Extensdes para tratar incertezas aparecem em
[GBd99], [dGBOOQ] (sistemas continuos no tempo) e [dGB02] (sistemas discretos,
com fun¢Bes de Lyapunov dependentes de pardmetros).
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Extensoes

@ Controladores dependentes de pardmetros e estratégias gain-scheduling surgem
no comego dos anos 1990 [SA91], [AGB95], tendo sido largamente utilizadas
desde entdo [RS00], [SR00], [TdO1], [dT06]. Artigos recentes incluem modelos
mais precisos para a taxa de variagdo dos pardmetros no caso discreto [OP09],
[DCO™09] e formulagdes em BMIs para melhorar os indices de desempenho
[BOAPO8a]. Filtragem dependente de pardmetros no contexto de estabilidade
quadratica e também no contexto de taxas de variacdes limitadas [BOAPO08b],
[MOPBO09], [BOAP09], [BOAP10].

@ Representacdo em multi-simplex permitem a especializacdo da funcdo de
Lyapunov para cada tipo de pardmetro (variante no tempo arbitrariamente ou
n3o, ou invariante) [OBP08a], [OBP08b].

@ No caso discreto, fun¢des de Lyapunov dependentes de um [DBO01] ou mais
instantes de tempo [LD06], [Lee06] permitem resultados menos conservadores
(taxas de variagdo arbitrarias).
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Referéncias I

[AA0O]

[ABP02]

E. D. Andersen and K. D. Andersen.

The MOSEK interior point optimizer for linear programming: An
implementation of the homogeneous algorithm.

In H. Frenk, K. Roos, T. Terlaky, and S. Zhang, editors, High
Performance Optimization, volume 33 of Applied Optimization,
pages 197-232. Springer US, 2000.

http://wuw.mosek.com.

D. Arzelier, J. Bernussou, and D. Peaucelle.

Fonctions de Lyapunov dépendent des parameétres pour I'analyse et
la synthese robustes.

In J. Bernussou and A. Oustaloup, editors, Conception de
Commandes Robustes, chapter 6, pages 189-227. Hermes, Paris,
2002.
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Referéncias 11

[AGBYS5]

[AHPO2]

[AOP10a]

P. Apkarian, P. Gahinet, and G. Becker.

Self-scheduled .7, control of linear parameter-varying systems: A
design example.

Automatica, 31(9):1251-1261, 1995.

D. Arzelier, D. Henrion, and D. Peaucelle.
Robust Z-stabilization of a polytope of matrices.
International Journal of Control, 75(10):744-752, July 2002.

C. M. Agulhari, R. C. L. F. Oliveira, and P. L. D. Peres.
Robust %, static output-feedback design for time-invariant
discrete-time polytopic systems from parameter-dependent
state-feedback gains.

In Proceedings of the 2010 American Control Conference, pages
4677-4682, Baltimore, MD, USA, June-July 2010.
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Referéencias I11

[AOP10b]

[AOP12a]

[AOP12b]

C. M. Agulhari, R. C. L. F. Oliveira, and P. L. D. Peres.

Static output feedback control of polytopic systems using polynomial
Lyapunov functions.

In Proceedings of the 49th IEEE Conference on Decision and
Control, pages 6894—6901, Atlanta, GA, USA, December 2010.

C. M. Agulhari, R. C. L. F. Oliveira, and P. L. D. Peres.

LMI relaxations for reduced-order robust 7%, control of
continuous-time uncertain linear systems.

IEEE Transactions on Automatic Control, 57(6):1532-1537, June
2012.

C. M. Agulhari, R. C. L. F. Oliveira, and P. L. D. Peres.

Robust LMI parser: A computational package to construct LMI
conditions for uncertain systems.

In Anais do XIX Congresso Brasileiro de Automatica, pages
2298-2305, Campina Grande, PB, Brasil, Setembro 2012.

http://rolmip.github.io.
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Referéencias IV

[APS03]

[ATBO1]

[Barg3]

D. Arzelier, D. Peaucelle, and S. Salhi.
Robust static output feedback stabilization for polytopic uncertain
systems: Improving the guaranteed performance bound.

In Proceedings of the 4th IFAC Symposium on Robust Control
Design (ROCOND 2003), pages 425-430, Milan, Italy, June 2003.

P. Apkarian, H. D. Tuan, and J. Bernussou.

Continuous-time analysis, eigenstructure assignment, and /%
synthesis with enhanced linear matrix inequalities (LMI)
characterizations.

IEEE Transactions on Automatic Control, 46(12):1941-1946,
December 2001.

B. R. Barmish.

Stabilization of uncertain systems via linear control.

IEEE Transactions on Automatic Control, 28(8):848-850, August
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