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Ortogonalizacao — Aproximacao por combinacao linear de fung

Suponha que se quer aproximar o sinal y(t) por uma combinagdo linear de
fungdes fi(t)

n
~ Y aifi(t)
k=1
A dimens3o do espa¢o . gerado pela combinagdo linear das fun¢des f(t) é n se
as funcdes fi(t) forem linearmente independentes entre si, isto é, as n fungdes
fr(t) formam uma base de representa¢do do espago 7.
Assim, trata-se de encontrar os valores dos coeficientes a) que minimizem o erro

£(t) =y(t) - zakfk =y(t)—a'f(t)

sendo f(t) o vetor coluna das fun¢des do tempo f,(t) e a € R" o vetor coluna de
coeficientes. O valor quadratico do erro pode ser calculado por

£2(t) = (y(t) - a'F(1)) (y(t) - a'F(2))" = y2 () + &' F(£)F(2) @ — 20" (F(2)y (2))
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Ortogonalizacao — Aproximacao por combinacao linear de funcoes

IT

sendo f(t)f(t)’ uma matriz no R™" na qual cada componente é uma fun¢io do
tempo resultante do produto dois a dois das fun¢des fi(t) e f(t)y(t) um vetor
coluna no R"” com elementos dados pelos produtos fi(t)y(t).

Calculando-se a média temporal no intervalo no qual deseja-se a aproximagado de
y(t), tem-se

(€2(1)) = (y2(t)) +d (F()f(t) Ya —2a" (F(t)y(t))
A matriz R = (f(t)f(t)') € R"™" de correlacdo temporal das fungdes f(t) ¢
computada como R = [ ] sendo rxy o produto escalar das fungdes fi(t) e f(t),
isto é,

= (£ (£)f(t)) = / Of(O)dt , kl=1,2,....n
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Critério de Gram

Propriedade 1 (Critério de Gram)

Se as fungdes fi(t) forem linearmente independentes entre si, a matriz R serd,
por construgcdo, uma matriz definida positiva. R é portanto ndo-singular, isto é,
pode ser invertida, pois

V(F(E)F(E) v = (VF(E)F(t)v) = ((F(£) v) (F(t) v)) = (B2(t))
com B(t) = f(t) v.

Como as fungées f(t) sio linearmente independentes, B(t) = 0 se e somente se
v = 0. Portanto,

VI{(F(t)f(t))v>0 , VYv#0
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Erro médio quadratico

Propriedade 2 (Erro médio quadratico)

O erro médio quadratico pode ser escrito como

(e2(t)) = (y2(t)) +a'Ra —2a’ {(f(t)y(t))
cujo valor minimo € obtido para o solugdo de

%<£2(t)>:0 > 2Ra—2f()y(8) =0 = a=RNFy(@®) (1)

ot
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Exemplo 1

Considere os sinais linearmente independentes f1(t) e f>(t) (mostrados na
Figura 1) dados por

fi(t) =2G1(t—0.5) , f(t)=(3t+1)Gi(t—0.5)
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Exemplo 1I
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Figura : Fungdes f1(t) =2Gi(t —0.5) (acima) e f(t) = (3t +1)G1(t —0.5)
(abaixo).
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Exemplo III

A matriz de correlagdo R é dada por
7 -5
-5 4

Os sinais fi(t) e f(t) podem ser usados para aproximar fun¢des no intervalo [0,1].
Por exemplo, as fungdes x1(t), x2(t) e x3(t) e suas aproxima¢des sdo dadas por

R:(f(t)f(t)'>:{g ﬂ > Rl=

Wl =

xi(t)=2—t~[ 11667 —0.3333 |f(t)
xo(t) =sinh(t)~ [ —0.2102 0.3854 | f(t)

x3(t) = cosh(t) ~ [ 0.3651 0.1781 | f(t)

A Figura 2 mostra os sinais originais (pontilhados) e as aproximagdes. Observe
que x1(t) é linearmente dependente de fi(t) e f>(t) e portanto o erro na
aproximac3o é nulo. Os sinais sinh(t) e cosh(t) n3o s3o linearmente dependentes
das fungdes fi(t) e f2(t), mas puderam ser aproximados com erro pequeno no
intervalo considerado.
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Exemplo IV
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Figura : Fungdes xi(t) =2 —t, x»(t) = sinh(t) e x3(t) = cosh(t).
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Os coeficientes o, obtidos pela expressdo (1), determinam a aproximagdo com
erro quadratico minimo do sinal y(t) por uma combinagio linear das fun¢des
linearmente independentes f,(t).

Se as fung¢des fi(t) forem ortogonais entre si, R serd uma matriz diagonal,
resultando no calculo desacoplado dos coeficientes ay.

Analisa-se a seguir a projecdo de sinais em uma base ortogonal com dois
propdsitos: explicitar o desacoplamento no célculo dos coeficientes de projecio e
apresentar o algoritmo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt.!

LErhard Schmidt, alem3o (1876-1959).
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Projecao ortogonal I

Suponha que se quer aproximar o sinal y(t) por uma combinagdo linear de
fun¢des ortogonais gy (t).

y(t) = z gkt

O sinal erro € dado por
n

() =y(t)— 3 crex(t)

k=1
resultando em

(e2(t)) = (y*(t))+ Z c?(gh(t))—2 z ck(y(t)gr(t)) + z /z cker {gr(t)gi(t))

= 0, ortogonais
k;élf

Note que <£2(t)> € uma fun¢do quadratica estritamente convexa nos coeficientes
Ck €, portanto, possui um minimo global.
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Projecao ortogonal 11

d B ~ (y(Dak(r))
d—q<52(t)>_0 = Ck_7<gf(t)> ;

Observe que o célculo de cada coeficiente ¢, é desacoplado do célculo dos demais
coeficientes, propriedade que deriva diretamente da hipdtese de ortogonalidade
das fun¢des gi(t) da base.

k=1,2,....n

Um subproduto importante é que o erro £(t) é ortogonal a todos os elementos da
base.

3

(e(D)gr()) = (y(t)e(t)) — Y crlgr(t)an(t)) = (¥()ex(t)) — ek (gi(t)) =0

=

Note que, impondo (£(t)gk(t)) =0 a priori, obtém-se diretamente os coeficientes
Ck -
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Exemplo 1

Considere os sinais ortogonais

x1(t) = Ga(t) , xo(t)=tGy(t)

O sinal x(t) dado por

x(t) = t2Gy(t)

pode ser aproximado por

x(t) = arxi(t)+axxe(t) =  &(t)=x(t) —arxi(t) —axxa(t)

Portanto,

(£2(1)) = (P(1)) + a1 (4 (1)) + 33 (<3 (2)) — 2a1 (a (£)x(1)) —
2a2 (xa(t)x(t)) +2a1a2(x1 (t)x2(t))
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Exemplo 1I

As condicbes

17} 17}
a—al<e2(t)>:0 5 0_32<£2(t)>:0

implicam

(=3(t)) <x1(t)><2(t)>} {al} _ {<x1(t)x(t)>}
(e(tha(t))  (3(1) (xe(t)x(t))

a

Como xi(t) e x»(t) sdo ortogonais, tem-se

(R0)=2 . (AO)=2 . GaOx(®) =2 . (a(tx(1) =0
_alox) 1 Ga(x()
(Rm) 3 03(0)

e = (P~ 3)6()
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Note que o erro £(t) é ortogonal a x1(t) e xa(t).
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Exemplo 1

Considere os sinais

x1(t) = Gi(t—0.5) , x(t)=1tGi(t—0.5)

O sinal x(t) dado por

x(t) = t?Gy(t—0.5)

pode ser aproximado por
x(t) = arx1(t)+arxe(t) = &(t)=x(t)—aixi(t) —axxo(t)

As condi¢es de minimo implicam

B -G -

a) = — 82:1

1
6
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Exemplo 1I

Note que, por xi(t) e x2(t) ndo serem ortogonais, foi necessario resolver
numericamente um sistema linear de equagdes. O erro, ortogonal a xi(t) e x2(t),
é dado por

£(t) = <t2—t—|—%)61(t—0.5)

A Figura 3 mostra os sinais x(t), x1(t), x2(t) e o erro £(t). Observe que, como
x1(t) é constante no intervalo, a média de £(t) € nula.
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Exemplo III
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Figura : Sinais x(t), x1(t), x2(t) e &(¢).
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Ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Discutem-se, a seguir, os procedimentos para se conseguir uma base ortogonal a
partir de um conjunto dado de sinais.

Propriedade 3 (Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt)

Uma base ortogonal gi(t) pode ser obtida a partir de um conjunto de funcdes
fk(t) pelo procedimento a seguir, explorando o fato de o erro de projecio ser
sempre ortogonal aos elementos da base.

< (f(t)ge(t))
ai(t)=A(t) ;  elt)= fk(t)_; S TR

S (g (1)
Note que go(t) € o erro da projecdo de f(t) sobre gi(t), g3(t) € o erro da
projecdo de f3(t) sobre gi1(t) e go(t) e assim por diante.

gi(t) , k=2,....n

A dimens3o da base serd igual ao nimero de fungdes linearmente independentes
do conjunto fi(t).
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Exemplo 1

Exemplo 1.4

Considere as fung¢des fi(t), f(t) e f3(t) mostradas na Figura 4. Observe que as
fungdes sdo linearmente independentes, mas n3o sdo ortogonais, pois

(A(t)R(t) #0 , (H(t)f(t)) #0
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Exemplo 1I
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Figura : Fungdes fi(t), f(t) e f(t).
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Exemplo III

Realizando-se a ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, tem-se

g1(t) =1(t)

(=0 280 a0 a0 - Jaco
(=)~ SO - COEW) 6L - 12 e

As funges gi(t), g2(t) e g3(t), ortogonais entre si, sio mostradas na Figura 5.
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Exemplo IV

1 gl(t)
t
1 2 3
3 &(t)
t
1
3
1 gs(t)
t

Figura : FuncBes ortogonais gi(t), g2(t) e g3(t).
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Exemplo 1

Considere o sinal x(t) mostrado na Figura 6, cuja energia (isto é, o valor da
integral do médulo do sinal ao quadrado) é igual a 3. O sinal x(t) pode ser escrito
na base gi1(t), g2(t) e g3(t), resultando nos coeficientes de projecdo dados por

(x(t)er(t)y=2 , (x(t)g(t))y=0 , (x(t)gs(t))=-1

x(t)

-1

Figura : Sinal x(t) (energia igual a 3).
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Exemplo 1I

Portanto,

X0 =3 a0+ a0+ T 6l = x0-a0-a0
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Exemplo 1

Exemplo 1.6

Considere o conjunto de quatro sinais linearmente independentes f1(t), f(t),
f3(t) e fa(t), nulos fora do intervalo [0,1].

fA(t)=2 , h(t)=3t+1 , f(t)=sen(2mt) , fa(t)=cos(2mt)

Aplicando-se o algoritmo de Gram-Schmidt obtém-se os sinais g1(t), g2(t), g3(t)
e ga(t), mostrados na Figura 7. Observe que, por construgdo, g1(t) = fi(t),
enquanto que g»(t) é alterado para ficar ortogonal a gi(t). O sinal f3(t), que da
origem a g3(t), é alterado apenas por g»(t), pois ja era ortogonal a gi(t). O sinal
ga(t) é igual a f4(t), pois j4 era ortogonal aos trés anteriores.
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Exemplo 1I

gi(f)
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Figura : Sinais g1(t), g2(t), g3(t) e ga(t) resultantes da ortogonalizagdo de
Gram-Schmidt (sinais originais em pontilhado).
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Ortogonalizacao de Gram-Schmidt como triangularizacao I

O algoritmo de Gram-Schmidt pode ser formulado como o resultado de um
problema de triangularizacdo da matriz R = (f(t)f(t)’) de correlagio temporal
das fun¢des fi(t).

Um conjunto de fun¢des f(t) gera, por combinag&o linear, um espaco .. Se as
n fungdes fi(t) forem linearmente independentes, o espaco . tem dimens3o n e
f(t) constitui uma base para ./ (ndo necessariamente ortogonal).

Transformacgdes lineares na forma

g(t) = Qf(t) , Q n3o singular

preservam a representacdo do espaco ., isto é, g(t) constitui uma nova base
para ..

Assim, a ortogonalizacdo pode ser definida em termos da escolha da matriz Q tal
que

(g(t)g(t)) = (Qf(t)f(t) Q) = QRQ =1 )
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Ortogonalizacao de Gram-Schmidt como triangularizacao I1

Note que (g(t)g(t)’) =1 impde uma ortonormalizacdo, que corresponde a um
sistema quadratico de equacBes com n? variaveis e n(n+1)/2 restricdes,
indicando que ha indmeras maneiras de ortonormalizar um conjunto de fun¢des
linearmente independentes.

A ortogonalizacdo de Gram-Schmidt equivale a uma escolha apropriada de Q
triangular inferior, pois g1 (t) = fi(t), g(t) = afi(t) + bh(t),
g3(t) = afi(t) + bha(t) + cf3(t) e assim por diante.

A transformacdo de Cholesky? aplicada 3 matriz R, simétrica e definida positiva,
produz L triangular inferior que satisfaz R = LL'. Assim,

QRQ"=(QL)(QL) =1
Uma solug3o trivial, induzida pela decomposicdo de Cholesky, é dada por
Q=1L"
Observe que a inversa de uma matriz triangular inferior é, por construgcdo, uma

matriz triangular inferior. Assim, a transformacdo de Cholesky permite obter de
forma matricial a ortonormalizagdo de Gram-Schimdt.
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Ortogonalizacao de Gram-Schmidt como triangularizagao I11

A fatorizacio de Schur3 aplicada 3 matriz R produz uma matriz unitaria V e uma
matriz diagonal Q composta pelos autovalores de R tais que R = VQV/,
sugerindo como solu¢do

Q _ VQ*O.S V/ A R70.5

2Andre-Louis Cholesky, francés (1875-1918).
3lssai Schur, matemitico russo (1875-1941) com atuacio na Alemanha.
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Exemplo 1

Considere os sinais gerados pelo deslocamento de um pulso triangular dados por

fil(t) = Trior(t—kT) ; k=1,2,....,5

A fungdo TrioT(t) é mostrada na Figura 8. Os pulsos fi(t) ndo sdo ortogonais,

pois
oo
re = TrizT(t—kT)TriQT(t—gT)dt i k(4=1,2,...,5
4 1 0 0 O
27/3 D k=1 St 4100
ke = T/6 D lk—t]=1 = RZE 01 4 10
0 fora 0 01 4 1
0 0 0 1 4
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Exemplo 1I

Trio T(t)

T | T

Figura : Funcdo Tria7(t).

Note que se as fun¢des fi(t) fossem ortogonais entre si, a matriz R
correspondente seria diagonal.

A aplicacdo da decomposi¢cdo de Cholesky na matriz R para T = 1.5 dada por

1 025 0 0 0
0.25 1 025 0 0
R=]0 025 1 025 0
0 0 025 1 0.25
0 0 0 025 1
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Exemplo III

resulta na matriz Q

+1.000 0 0 0
—0.258 +1.033 0 0
Q= |+0.069 —-0.276 +1.035 0
—-0.019 +0.074 —-0.277 +1.035
+0.005 -0.019 40.074 -0.277 +1.035

A transformacdo g = Qf produz os sinais mostrados na Figura 9. Note que o
primeiro elemento g1 preservou a forma de fi, e os demais elementos foram sendo
progressivamente alterados.

0
0
0
0
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Exemplo

Figura : Sinais ortogonalizados por Gram-Schmidt.
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Exemplo 1

Exemplo 1.8

Uma permutagdo na ordem das funcdes fi(t) do exemplo anterior produz
resultados distintos (porém também ortogonais). Considere a seguinte ordem

() =[A(t) A1) K1) A A1)

que resulta em

1 0 0 025 O
0 1 0 025 0.25
R=1]0 0 1 0 025
025 025 O 1 0
0 025 025 0 1
+1.000 0 0 0 0
0 +1.000 0 0 0
Q= 0 0 -+1.000 0 0
—-0.267 —0.267 0 +1.069 0

—-0.019 -0.287 —-0.268 40.077 +1.072
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Exemplo 1I

A transformacdo g = Qf, com Q =L"1 e R= LI, produz os sinais mostrados na

Figura 10.

0.5 -
0

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9
o : : : : : : s
05 - ~ -
0

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
05F -
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0.5 -
0

Figura : Sinais {f(t),f(t),fs5(t), f2(t), fa(t)} ortogonalizados por
Gram-Schmidt.
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Exemplo III

Observe que esse ordenamento implicou na alteragio da forma das fungdes f(t) e
fa(t) e na preservagdo das fungBes fi(t), f3(t) e f5(t).
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