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Equagoes a Diferencas

Definicdo 1 (Equagdes a Diferencas)

Equagoes envolvendo seqliéncias enumeraveis e seus deslocamentos sdo
denominadas equagées a diferencas.

\

Exemplo 1.1 (Filtro passa-alta)

f 5 nez
Para a entrada x[n] = (—1)", a saida é y[n] = (—1)". Para x[n] =1", tem-se
y[n] =0.

- -
Exemplo 1.2 (Filtro passa-baixa)

y[n]:w :

Para x[n] = (—1)", a saida é y[n] = 0. Para x[n] = 1", tem-se y[n] =1".

nez
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Exemplo

Populagdo anual de peixes em um lago (em termos percentuais)

yln+1]=ay[n](1 —y[n]) = x[n] , 0<y[0] <1

sendo a um parametro real que representa as condigdes ambientais do lago.

Equacdes a diferencas lineares descrevem sistemas lineares, isto é, sistemas para
os quais vale o principio da superposicdo. Os sistemas descritos nos exemplos 1.1
e 1.2 s3o lineares, enquanto que o Exemplo 1.3 descreve um sistema n3o-linear.

Equacgdes a diferencgas lineares com coeficientes constantes e condi¢des iniciais
nulas descrevem sistemas lineares invariantes no tempo.
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Exemplo — Somador

Exemplo 1.4 (Somador)

Para y[n] = 37__, x[k], a resposta ao impulso é

i 1,n>0
h[n] = k:Zm5[k] = u[n] = { 0. n<0
sendo u[n] a fungdo degrau. Note que o somador pode ser descrito pela equagio
a diferencas de primeira ordem
y[n+1] =y[n]+x[n+1] , y[0] = yo condicdo inicial

Utilizando o operador de deslocamento p, tem-se (p—1)y[n] = px[n].

ot

Equac¢des a diferencas lineares a coeficientes constantes podem ser resolvidas por
substitui¢do sistemdtica, por meio da transformada Z ou pelo método dos
coeficientes a determinar.
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Exemplo

Exemplo 1.5

A equagdo homogénea a diferencas de primeira ordem

y[n+1]=py[n] . y[0]=1, peR

pode ser resolvida por substitui¢do sistemdtica, resultando em y[n] = p”

e vale para todo n, de —0 a 4. Observe que a seqiiéncia y[n] ndo possui
transformada Z, pois

o0 +o0
20l = 3 ket = 3 (/)

ndo converge para nenhum z. O artificio utilizado para resolver essa classe de
equacdes a diferencas utilizando transformada Z consiste em alterar o problema
impondo que y[n] =0 para n <0, e que y[n] satisfaz a equagdo para n > 0.
Dessa forma, Z{y[n]u[n]} existe e é dada por

ZAylnjuln]} = z ylklulklz™* = Z(P/Z » 121> pl
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Resolucao por Transformada Z

Trés propriedades da transformada Z s3o relevantes para a resolugdo das
equacgdes a diferencas lineares a coeficientes constantes.

Propriedade 1 (Deslocamento a Esquerda (avanco))

m—1

Z{xlnt mlu[nl} = 2" 2 {xnlunl} - 5 x[Kz"F . meZy

Para y[n] = y[n]u[n] e x[n] = x[n]u[n], tem-se
yln+2]+ ary[n+ 1]+ aoy[n] = Bix[n+ 1] + Box[n]
22Y (2) = 22y[0] — 2y[1]+ a1 (2Y (2) — 2v[0]) + @0 Y (2) = B1(2X(2) — 2x[0]) + Bo X (
(2% + 012+ 00) Y (2) = (B1z + o) X(2) +(2° + a12)y[0] + zy[1] — B1 2x[0]
A func3o de transferéncia H(z) é dada por (y[0] = y[1] =0 e x[0] =0)

Y(z)  Brz+Bo

H = =
(2) X(z) Z2+oz+ag

A\
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Combinatoria

Propriedade 2 (Combinatéria)
n+m " B Zm+1
g{( m )a u[n]}—i(z_a)erl , meN | |z|>]a|

~
Exemplo 1.7
2

z  az
a2 z—a (z—a)

z
ff{na”u[n]}:(z_ 5+ 12| >1al
pois

z

gf{( g )a”u[n]} = 2 {a"ulnl} = =
Z2

g{( i )a"u[n]}:g{(nﬂ)a"u[n]}: =
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Exemplo 1.8

Z{n*a"uln]} = % , |z| > |a| pois
3’{( e )a”u[n]} :ff{wanu[n]} _ (Zi)3

. >
Propriedade 3 (Combinatdéria com Deslocamento)

ff{( " )a”_mu[n]}:ﬁ . meN |, |z|>|al

m
A propriedade € utilizada no calculo de transformada Z inversa a partir de fracées

parciais.
- o'

IA888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares 8/35

Equagdes a Diferengas



Exemplo — Soma aritmética-geométrica

Exemplo 1.9 (Soma aritmética-geométrica)
A soma aritmética-geométrica y[n] =5]_, kp*, pode ser obtida pela resolucio
da equagio a diferencas y[n+1]—y[n] = (n+1)p" 1! y[0] =0, fornecendo

2
zY(z)—zy[0] - Y (2) = (Zﬁizp)2, Portanto, para p # 1, tem-se

pz?

Y(Z):m , |2 >max{|p|,1}

Y(z) pz _a i b i c
z  (z-1)(z-p)? z-1 z-p (z2-p)
— _n2
p b:ﬁ , c:(lfp). Portanto,

cujos coeficientes sdo a = a—py2

y[n] = au[n] + bp" u[n] + ¢ < r11 > p" tuln] = <a+ bp" + cnp’"'*l) uln] =

gy (1= (410" 0" ) ul]

Para p =1, o problema se reduz ao de soma aritmética.
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Exemplo — Seqiiéncia de Fibonacci

Exemplo 1.10 (Seqiiéncia de Fibonacci)

A seqiiéncia de Fibonacci é uma seqiiéncia de niimeros inteiros em que cada
elemento é obtido pela soma dos dois anteriores. A equagdo descreve uma
populagdo de casais de coelhos, composta de casais adultos e filhotes. Cada casal
adulto gera um casal de filhotes todo més, e o casal de filhotes torna-se fértil
(adulto) com dois meses de vida. No més n, a[n] é o nimero de casais adultos e
f[n] é o nimero de casais de filhotes com um més de vida. Supondo que n3o
ocorram mortes, tem-se

a[n+1]=a[n]+f[n] , f[n+1]=a[n]
Denominando y[n] qualquer uma das varidveis de estado, obtém-se a equagdo a
diferengas
yln+2l=yln+1]+y[n] . y[0]=0, y[I] =1

Usando o operador p, tem-se

D(p)yln] = (p* —p—1)y[n] =0
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Exemplo — Seqiiéncia de Fibonacci

Exemplo 1.11 (Seqiiéncia de Fibonacci)

sendo D(p) o polindmio caracteristico da equag3o a diferengas. Aplicando a
transformada Z, tem-se
_ z
22(Y(Z)—Y[O] -yl1]z 1) =z(Y(2)-y[0))+Y(z) = Y(9)= 2 _,_1
As raizes do denominador (ou seja, raizes de D(p) = 0) s&o
1 5 1—-+5
A= +5 ~1618 , A= V5 ~ —0.618
2 2
Y(z) 1 _a o a»
z  (z=A)(z—A) z-A z—A
cujos coeficientes sdo
1 V5 1 -5
— = V20447 =—=——
R PR Py I P Vi
resultando em
y[n] = (a1A{ +a2AF)uln] ~ a1A{u[n] para n grande, pois |A2| < 1
v,
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Exemplo — Equagao a diferengas com N(p) # 1

Exemplo 1.12 (Equag3o a diferengas com N(p) # 1)
Considere a equacdo a diferengas
y[n+2]+5y[n+1]+6y[n] =3x[n+1]+x[n] , y[0]=1,y[l] =2
Aplicando a transformada Z (para x[n] = x[n]u[n] e y[n] = y[n]u[n]), tem-se
(2245246)Y(z) = (324 1)X(2) — 32x[0] + (2> + 52)y[0] + zy[1]

e, para x[n] = (—2)"u[n], substituindo-se as condi¢des iniciais, tem-se

5 3z+1)z (3z+1)z 2244z
z°45z4+6)Y(z)=—F—+z"+4z =
( )Y (2) z+2 (z4+2)2(z+3)  (z+2)(z+3)
Decompondo Y(z)/z em fragdes parciais, tem-se
8z 8z 5z z 2z

Y(z)=

213 7z42 (@422 z+3  z42
e, aplicando a transformada Z inversa e agrupando,

ylnl = (=9(=3)"+10(~2)" = 5n(~2)" ") u[r]
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Exemplo — Resposta ao impulso

Exemplo 1.13 (Resposta ao impulso)

A resposta ao impulso do sistema (pressupde condi¢des iniciais nulas)

yIn+11-pylnl = 8ln] = (p—p)ylnl =d[n] . y[o] =0
pode ser obtida pela transformada Z, isto é, obtém-se a fun¢do de transferéncia
1 H 1 -1 1
ey - L o HE) _-lYp_ 1p
z—p z z(z—p) z z—p
e a resposta ao impulso é dada pela transformada Z inversa de H(z)

hin] = (~1/p)3[n] + (1/p)p"uln] = p"uln—1]
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Resolugao pelo Método dos Coeficientes a Determinar

Equacdes a diferencas lineares com coeficientes
constantes podem ser resolvidas pelo método dos
coeficientes a determinar.
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Equagao homogénea

Considere a equac3o a diferencas homogénea

DV =0 . D(p)=3 aip* (1)
k=0

com O, =1 e condigdes iniciais conhecidas, que descreve um sistema linear
auténomo.

Observe que a equag3o é uma restricdo linear (combinag3o linear das fun¢des
y[n], y[n+1], ..., y[n+ m]) e portanto a solugdo y[n] deve necessariamente
estar em um espaco de dimens3ao m.
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Independeéncia Linear

Definicdo 2 (Independéncia Linear)

Um conjunto de sinais {yx[n],k =1,...,m} € linearmente independente se e
somente se

m
> awlnl=0,Yn = =0,k=1....m
=1

o

Definicdo 3 (Base)
A combinagio linear de um conjunto de m sinais yx[n], isto €,
m
ylnl =% ckyilnl
k=1

com escalares ¢, € C gera um espaco linear, cuja dimensio é dada pelo nimero
r < m de sinais linearmente independentes. Qualquer conjunto de r sinais que
gere o mesmo espaco € uma base para esse espago.

A\
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Exemplo

Exemplo 1.14

Os sinais

yilnl =1, yo[n] = n, y3[n] = n?

sdo linearmente independentes. De fato,

1

0 0
c1y1[n]—|—C2y2[n]+C3y3[n]:O = c=c=c=0, pois det|1 1 1[=2#0
1 2 4

-
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Independeéncia Linear

Propriedade 4 (Independéncia Linear)

nlnl =2, ya[n] = A7

sdo linearmente independentes se e somente se
AL # Ao

Note que a1A +a2Aj =0, Vn, implica

ai+a=0

31/\1+32/\2:0 } = a;=ay=0
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Deslocamento de auto-fungao

Propriedade 5 (Deslocamento de auto-func¢io)

As fungées

yiln]=A" , yo[n] = y1[n+K]
sdo linearmente dependentes, pois

ya[n] = AKA"
Propriedade 6 (Modo préprio)

A seqiiéncia y[n] = A" € solucdo da equacdo (1) se A € raiz de D(A) =0
(equagio caracteristica), pois

D(p)A" = D(A)A" =0

Observe que a solucdo € vdlida para todo n € Z.
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Exemplo 1.15

Para D(p) = p?—p—1, tem-se

D(p)A" = (p?> —p—1)A" = A2 AL _An = (A2 —A —1)A"

. ~
Propriedade 7 (Modos préprios)

Se as m raizes Ay de D(A) =0 forem distintas, entdo

m
vl = 3 2kl
k=1
é solug3o da equacio (1) pois A satisfaz D(Ax) =0, k=1,...,m e os modos
préprios A, k=1,...,m sdo linearmente independentes.
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Raiz dupla

Propriedade 8 (Raiz dupla)
Se A € raiz dupla da equagdo caracteristica D(A) =0, entdo A" e nA" sdo modos
préprios da equacdo (1).

Prova:

m

D nA™ = S K(pan) = n4 k)AMHk =
(P)(nA™) kgoakp( ) /Zoak( +k)

=0

m m
d
=nA" Akt KAK=L = pA"D(A)+ A" D =
! kgoak * kzoak " )+ dp (p) p=A

pois D(A)=0e dipD(p)‘ AT 0 quando A € raiz dupla de D(A).
p=
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Exemplo

Exemplo 1.16

Para D(p) = (p—A)?, tem-se

(p—A)?A"=0

e, além disso,

(p—A)nA" = (P> =2Ap+A%)nA" = (n+2)A"2 —2A(n+ )AL £ A2pA" =

=(A2=2A2+A%)nA"+2(A —A)A™ =0
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Raiz multipla

Propriedade 9 (Raiz mudltipla

—~
N
~—

Se A € raiz de multiplicidade r de D(A), entdo A", nA", ..., n"1A" sio modos
propr/os da equagido (1).

Propriedade 10 (Solu¢do da Homogénea)

A solucdo da equacdo homogénea (1) de ordem m € dada pela combinagdo linear
dos seus m modos proprios, considerando as eventuais multiplicidades das raizes
caracterlstlcas

Exemplo 1.17

Considere a equacdo a diferencas

D(p)y[nl = (p—p)yln]=0 , y[0]=1
A raiz da equagdo caracteristica é A = p, e portanto

yln] = ap"
sendo a o coeficiente a determinar. Das condi¢es iniciais, a = y[0] = 1.
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Exemplo

Exemplo 1.18

Considere a equag3o a diferencas do Exemplo 1.10 (Fibonacci)

D(p)y[n] = (p>—p—1)y[n] =0=(p—A1)(p—A2)y[n] =0 , y[0]=0, y[1]=1

_1+ve _1-V5

A1 5 , A2 5

A equagio caracteristica é D(A) = (A —A1)(A —A2) =0. A solucio é dada por

y[n] e alAf aF 32/\2"

o V3 -5
Das condigdes iniciais, a; = & ap = 5
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Exemplo 1.19

Considere a equacdo a diferengas, com p # 1,

D(p)ylnl = (p—1)(p—p)’y[n] =0 , y[0]=0, y[i]=p, y[2] = p+2p°
A solugdo é

p n
1-p

y[n] =a1(1)"+ axp" +aznp” = ﬁ(l_pn)_

~
Exemplo 1.20

Considere a equac3o a diferencas, com a # 0,
D(p)ylnl=(p—1)(p—(1+a))y[n]=0 , y[0]=M, y[I]=M(1+a)—-y
A solugao é

vl =a (1) +a(+a) =L+ (M-L)aray
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Equagao nao homogénea

Considere a equac3o a diferengas ndo homogénea

m L
D(p)yln]=N(p)x[n] . D(p)= 3 axp’, N(p)=3 Bp*  (2)
k=0 k=0

com O, =1 e condigdes iniciais conhecidas, que descreve um sistema linear n3o
auténomo.

A equacio (2) pode ser resolvida pelo método dos coeficientes a determinar
sempre que x|[n] for solu¢do de uma equa¢do diferencial homogénea dada por

D(p)x[n] =0
O polindmio D(p) define os modos do espaco que contém x[n]. Portanto,
multiplicando a equac3o (2) dos dois lados por D(p), tem-se a equacgio
homogénea _ _
D(p)D(p)y[n] = N(p)D(p)x[n] =0
que contém os modos préprios de D(p) e os modos forcados de D(p).

As condi¢des iniciais que permitem a solucdo desse sistema aumentado s3o as
originais acrescidas de tantas quanto for o grau de D(p), obtidas por substituicdo
sistemdtica na equagdo (2).
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Exemplo

Exemplo 1.21

Considere a equac3o a diferengas da soma geométrica
yln+1] =yl =p™* , yl0]=1

Neste caso
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Exemplo

Exemplo 1.21

Considere a equac3o a diferengas da soma geométrica
yIn+1]-ylnl =p™! , ylo]=1
Neste caso
D(p)=p—1 e D(p)=p—p , y[0]=1, y[I]=1+4p
pois a entrada x[n] = pp" estd no espaco de dimens3o 1 descrito por um modo

préprio associado a raiz p. A condicdo y[1] =14 p foi obtida substituindo-se y[0]
na equacgao original.

-
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Exemplo

Exemplo 1.22

Considere a equacg3o a diferencas da soma aritmética-geométrica
yln+1]-yln] = (n+1)p™ , y[o]=0

Neste caso
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Exemplo

Exemplo 1.22

Considere a equacg3o a diferencas da soma aritmética-geométrica
yln+1]—=yln] = (n+1)p™* | y[0]=0
Neste caso

D(p)=(p—1) e D(p)=(p—p)* , y[0]=0, y[l]=p, y[2] = p+2p

pois a entrada x[n] = (n+1)p"*! estd no espaco de dimensdo 2 descrito pelos
modos préprios associados a raiz p com multiplicidade 2. As condigdes iniciais
y[1] e y[2] foram obtidas da equagZo original por substituicdo.
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Exemplo

Exemplo 1.23

Considere novamente a equacgdo a diferengas do Exemplo 1.12
(P +5p+6)yln = (Bp+1)xln] , vl =Ly[l]=2 , x[n]=(-2)"
Portanto, D(p) = (p+2), y[2] = 3x[1] + x[0] — 5y[1] — 6y[0] = —21 e
y[n] =2.5n(—2)"4+10(—2)" —9(—3)"

Note que a solu¢do vale para todo n € Z e coincide para n >0 com a solugao
obtida por transformada Z no Exemplo 1.12.
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Solugao Forgada

Propriedade 11 (Solug¢do Forcada)

O método dos coeficientes a determinar pode ser aplicado diretamente a equacdo
a diferencas ndo homogénea (2). Para isso, identificam-se as parcelas homogénea
e forcada (devido a entrada) da solucio.

y[nl=yulnl+y¢eln]l = D(p)(ynln]+y¢ln]) = N(p)x[n]

D(p)ysln] = N(p)x[n] (3)
pois D(p)yp[n] = 0. As parcelas homogénea e forcada sio dadas por

m

yolnl = 3 afiln] , yeln] = f bygk[n]
=

sendo fx[n] os m modos préprios associados a D(A) =0 e gi[n] os m modos
forcados associados a D(y) =0, considerando-se as possiveis multiplicidades com
as raizes A.

Os coeficientes by sdo obtidos da equacdo (3) e, em seguida, os coeficientes ay
sdo obtidos a partir das condicdes iniciais.
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Exemplo

Exemplo 1.24

Considere a equacdo a diferencas dada por

yln+1]—y[n]=p™* | y[o]=1 = D(p)=p—1, D(p)=(p—p)

Para p #1, tem-se A =1 e y= p (raizes distintas). A solug3o for¢ada é
yelnl=bp" = (bp—b)p"=p"" | b= %

A solugdo é y[n] = bp" + a. Da condi¢do inicial y[0] =1, tem

1

=15

Para p =1, ocorre o fenémeno conhecido como ressonéncia (modo préprio

excitado pelo modo da entrada). Neste caso, tem-se

l=b+a = a

A=y=1 = yn]=0bnl",6 b=1

A solugdo é (usando-se a condig¢do inicial): y[n]| =bn+a=n+1
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Exemplo — Soma aritmética

Exemplo 1.25 (Soma aritmética)

A soma aritmética satisfaz a equagdo a diferencas
yln+1]=ylnl=n+1 , y[0]=0 = D(p)=p-1, D(p)=(p—1)?

Trata-se de uma ressonancia dupla, A = y; = b = 1. Portanto,

yelnl = bin®>+bon = b =by=05

A solucdo é (usando-se a condicdo inicial)

2
n® n n(n+1)
yin|==+5+a=—-~
[r] 2 2 2
>
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Resposta ao Impulso

Propriedade 12 (Resposta ao Impulso)

D(p)y[n] = N(p)x[n] , x[n] =0d[n] (condicdes iniciais nulas)

A priori, o método dos coeficientes a determinar ndo poderia ser utilizado para
determinar y[n] pois ndo existe equacdo a diferencas linear com coeficientes
constantes que produza como solucdo a funcdo O[n], isto & O[n+ k] é
linearmente independente de d[n] qualquer que seja k # 0.

Entretanto, a resposta ao impulso pode ser calculada pelo método dos
coeficientes a determinar da seguinte forma. Primeiramente, resolva

D(p)f[n] =1, (condigées iniciais nulas)

Por linearidade, tem-se

y[n] = N(p)(f[n]u[n] —f[n—1Ju[n— 1])

Note que a resposta ao degrau é dada por N(p)f[n]u[n].
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Exemplo

Exemplo 1.26

Calculando a resposta ao degrau da equagdo a diferencas
(-l =uln] . yl01=0 = (p-p)flll=1 A=p,y=1)
flnl]=b1+a1p” , b—pbi=1 = blzﬁ , a1=—by
1—
y[n] = f[n]u[n] = 1-p uln]
A resposta ao impulso é
ylnl=yln—=1] = p" tuln—1] )
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Exemplo
Exemplo 1.27
Considere
(p—2)(p—3)y[n] = px[n] , x[n]=d[n], (condi¢des iniciais nulas)
(p—2)(p—3)f[n]=1 = fln]=b1+a12"+a3", b1=05,a1=-1, a=0.5

A resposta ao degrau é dada por

_ 1 n+1 1 n+1
pfln]uln] = (5—2 —&-53 )u[n—!—l]
e a resposta ao impulso é

y[n] = pfnlu[n] — pf[n—1]u[n — 1] = f[n+ 1]u[n+ 1] — f[n]u[n] =

= (Fln+ 1]~ Flal)uln] = (~2" +3")u[r]

Note que as respostas ao degrau e ao impulso poderiam ser obtidas por
transformada Z.
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