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Estabilidade

A estabilidade de um sistema pode ser caracterizada em termos da relagao
entrada-saida (BIBO estabilidade) ou em termos das varidveis de estado (pontos
de equilibrio).
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BIBO estabilidade

Um sistema é BIBO estavel (Bounded-Input Bounded-Output) se a saida é
limitada para toda entrada limitada.

Ix(@Ol<b = |y(t)] <+e

Além disso, um sistema linear invariante no tempo é BIBO estdvel se e somente
se a resposta ao impulso do sistema for absolutamente integrével.

Propriedade 1 (Fung¢&o de transferéncia BIBO estavel)

Se um sistema linear invariante no tempo causal descrito por uma fungdo de
transferéncia H(s) for BIBO estdvel, entdo s = jw pertence ao dominio Q,, pois

00
|H(5—_jw|—’/ t)exp(—jeot)dt| < /40 |h(t)|dt < +oo

e também pode-se mostrar (Capitulo 7) que um sistema é BIBO estdvel se e
somente se a resposta ao impulso for absolutamente integravel.
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Funcao de transferéncia racional causal BIBO estéavel

Propriedade 2 (Fung3o de transferéncia racional causal BIBO estavel)

Um sistema linear invariante no tempo causal descrito por uma funcdo de
transferéncia racional

HES) = 5 -

é BIBO estdvel se e somente se todos os pdlos Ay (isto €, raizes de D(s) =0)
tiverem parte real negativa.

Qp={seC, Re(s)>a}, G:ml?xRe()\k)

Prova: autovalores com parte real negativa garantem que a resposta causal ao
impulso

MO =3 axgnt) . &x(t) = t*exp(At)u(t) , 0< rc<m
k=1

€ absolutamente integravel.
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Polinomio Hurwitz

Defini¢gdo 1 (Polinémio Hurwitz)

Um polinémio D(p) que possui todas as raizes com parte real negativa é
chamado de polinbmio Hurwitz.

.
Propriedade 3

Uma condicdo necessaria para que um polinémio D(p) de grau m, com 0y > 0,
seja Hurwitz, é que todos os demais m coeficientes sejam positivos.
Prova:

D(p) = Ump™ + U 1p™ ' + U 2p™ 2+ -+ a1p+0ay , (A >0)

D(p) = dm [ (p+ax) [](p*+2bkp + b +7)
k k
As raizes reais sdo —ay e as complexas sdo —by £ jc,. Portanto, se

a, >0, b,>0

ent3o todos os coeficientes do polinémio D(p) sdo positivos.

A\
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A Propriedade 3 é uma condi¢cdo apenas necessdria. Por exemplo, o polinémio

p*+p°+11p+51=(p+3)(p—1+j4)(p—1—j4) = (p+3)(p*> —2p+17)

possui todos os coeficientes positivos, mas n3o é Hurwitz.
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Expansao de Stieltjes

Propriedade 4 (Expansdo de Stieltjes)

O teste do sinal da parte real das raizes de um polinémio pode ser feito por
expansdo de Stieltjes

1
1
Um—1P+a—p
m

sendo D (p) e Dm—_1(p) polinémios obtidos a partir do polinémio D(p), dados
por

Dm(P):aum+am—2Pm72+"' ) Dm—l(p):am—lpm71+am—3pm73+"'

Todas as raizes de D(p) =0 possuem parte real negativa se e somente se 0Oy >0,
k=1,....m.
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Exemplo I

Considere o polindmio

D(p) =p*+p3+3p% +2p+1

Note que a condi¢do necessaria (todos os coeficientes positivos) é satisfeita.

Da(p) _ p*+3p°+1 _

Ds(p) p3+2p
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Exemplo I

Considere o polindmio

D(p) =p*+p3+3p% +2p+1

Note que a condi¢do necessaria (todos os coeficientes positivos) é satisfeita.

Ds(p)  p*+3p*+1  n(p)=p>+1

=p
Ds(p) p3+2p p3+2p
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Exemplo I

Considere o polindmio

D(p) =p*+p3+3p% +2p+1

Note que a condi¢do necessaria (todos os coeficientes positivos) é satisfeita.

D4(p):p4+3p2+1:p r(p) =p>+1
Ds(p) p3+2p p3+2p
Ds(p) pPP+2p  n(p)=p

np) ~ pP+1 P p2td

n(p) _ p°+1 _pyolp) =1

r(p) p p
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Exemplo I1

Portanto, colocando na forma da expans3o de Stieltjes, tem-se

p*+3p%+1 L
3 =
p3+2p ot 1 .
P+ —
p
e pode-se concluir que o polindmio possui todas as raizes com parte real negativa.
De fato, as raizes sdo aproximadamente (usando o comando

roots([1 1 3 2 1]) do Matlab):

—0.104£1.55 , —0.40+j0.51

Estabilidade IA888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares 9/54



Exemplo

Exemplo 1.3

Considere o polindmio

D(p) = p°+2p* +2p° + p>+2p+5

A expans3o de Stieltjes fornece

pP+2p3+2p 1 1
2 +p215 2Pt 3 |
3PT 10 1
oPTTT T
_§P+_—p

indicando que o polindmio possui raizes com parte real positiva. De fato, as
raizes sdo aproximadamente (usando Matlab)

~1.50 , —0.93+/1.27 , 0.69-,0.93
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Determinantes de Hurwitz

Propriedade 5 (Determinantes de Hurwitz)

O polinémio de grau m, A, > 0 dado por
D(p) = z axp”

possui todas as raizes com parte real negativa se e somente se os determinantes
det(A menores principais lideres de A,,) forem maiores que zero para
k

k=1,....,m, com

a a am—1 am 0
-1
Ar=[am-1] , 2= am B~ m2 , A3=|0m—3 0am-2 Qm-1
m m Om-5 0OOm—4 QaOm-3
Om-1 am 0 0 -+ 0
Om-3 aOm—2 Qam-1 am 0
Am: Om-5 Om—4 QaAm-3 am-2 0
0 0 0 0 -+ Op

Estabilidade IA888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares

11/54



Por exemplo, para m =4, tem-se

a3 az O 0

ay Qaz Qa3 0Oy
0 ag ap o>
0 0 0 ap

Ay =

Note que A3, Ay e A3 sdo as submatrizes de dimens3o 1, 2 e 3 da diagonal
principal comecando no canto superior esquerdo. Note também que, se o
determinante de A3 for maior do que zero, a condi¢do det(As) = det(A3)ag >0

ocorre se e somente se Qg > 0.
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Exemplo 1.4

Para m=1, p+ ag possui raiz negativa se e somente se det(A;) = ag > 0.

Para m =2, o polinémio

pP+aiptag , Dp=

Estabilidade IA888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares 13/54



Exemplo

Exemplo 1.4

Para m=1, p+ ag possui raiz negativa se e somente se det(A;) = ag > 0.

Para m =2, o polinémio

pP+aiptag , Dp=

possui raizes com parte real negativa se e somente se

det(A1)=a1 >0 , det(A)=0100>0 = 0ap>0

Para m =3, o polindmio

pP+ap’+aptag , Az=

Estabilidade IA888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares

13/54



Exemplo

Exemplo 1.4

Para m=1, p+ ag possui raiz negativa se e somente se det(A;) = ag > 0.

Para m =2, o polinémio

pPP+aip+ap , Dp=

possui raizes com parte real negativa se e somente se

det(A1)=a1 >0 , det(A)=0100>0 = 0ap>0

Para m =3, o polindmio

a, 1 0
p +ap?+aip+ado . Az= |ap a1 @
0 0 ap

possui raizes com parte real negativa se e somente se

det(A1)=a> >0 , det(Apx)=o0r01—0ap>0 , ap>0
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Exemplo

Exemplo 1.5

Considere novamente o polindmio D(p) = (p+1)* = p*+4p3 +6p> +4p+1, que
é Hurwitz pois

Dy= = det(A1) =4 ,det(Ay) =20 ,det(A3) =64 ,det(A4) =64

o O &~
o = O
o &~ p~O
= O = O

A tabela de Routh?! sistematiza o teste de Hurwitz sem o célculo explicito dos
determinantes, representando uma alternativa a expans3o de Stieltjes.

1Edward John Routh, matematico canadense 1831-1907.
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Tabela de Routh

Propriedade 6 (Tabela de Routh)

Considere o polinémio

asp® + aap* +azp’ + aap? +a1p+0ag , ax>0, k=0,....5

Todas as raizes possuem parte real negativa se e somente se todos os elementos
da Tabela 1 forem positivos ou, equivalentemente, se todos os elementos da
primeira coluna forem positivos. A ocorréncia de um zero ou de um nidmero
negativo implica que o polinémio ndo é Hurwitz (ou seja, ndo possui todas as
raizes com parte real negativa).

O resultado (em termos do sinal da parte real das raizes) n3o se altera se uma
linha da tabela for multiplicada por um nidmero positivo.
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Tabela de Routh

p° as a3 o
p* 0y az ao
304 — 020 a104 — o
3 133:(34 205) 31:(14 005)

Qg ay
aBs - pLa
p2 W:M yozao
GV
o | 5 = Pe—¥hB)
Yo
p° & = 0o

Tabela : Tabela de Routh-Hurwitz.

Note que o elemento da linha associada a p® é sempre igual a ag
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Exemplo

Exemplo 1.6
O polindmio
p° +8p* +25p° +40p® +34p + 12

possui raizes com parte real negativa, pois a tabela de Routh é dada por
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Exemplo

Exemplo 1.6
O polindmio
p° +8p* +25p° +40p® +34p + 12

possui raizes com parte real negativa, pois a tabela de Routh é dada por

p° 1 25 | 34
p* 8 40 | 12
p3 20 65,2

p2 27 12

pl | 1275/54

p° 12

De fato, as raizes de D(p) = 0 (obtidas pelo Matlab) s3o

_17_27_37_1+J7_1_J
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Exemplo 1

Considere novamente o polindmio do Exemplo 1.6, dado por

p° +8p* +25p3 +40p% +34p+12 = Ds(p) = p°+25p° +34p ,
D4(p) = 8p* +40p? +12

A expans3o fornece

Ds(p)  p°+25p3+34p 1 r3(p)=20p%+(65/2)p

Da(p)  8p*+40p2+12 8" Da(p)

D4(p) _ 8p*+40p2+12 8 i r(p) =27p% +12
r3(p)  20p3+(65/2)p 20 r3(p)

r3(p) _ 20p°+(65/2)p _ 20  n(p)=(1275/54)p

r(p) ap2 112 21" r2(p)

n(p)  27p*+12 1458  ro(p) =12
n(p)  (1275/58)p 127577 n(p)

Estabilidade
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Exemplo 1I

ri(p) _(1275/54)p 1275
rn(p) 12 648

Colocando na forma final da expans3o, tem-se

D 1 1
5(p) _ L.
5P 20 1
27P 1 1258 T
1275P T 1215
648 ©
e portanto o polinGmio tem raizes com parte real negativa. E interessante notar
que os valores de gy, k=1,...,5 tém relacdo com os valores da primeira coluna

da tabela de Routh, isto é, 07 é o elemento da linha 1 dividido pelo da linha 2, 0y
é o da linha 2 pela linha 3, e assim sucessivamente.

Note também que os demais valores da tabela aparecem nos coeficientes dos
polinémios obtidos como resto das divisoes.
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Exemplo III

Note que a segunda e a terceira linhas da Tabela 1 definem o polindmio de grau 4

agp* + Bsp® + axp? + Bip+ ag

cuja tabela de Routh-Hurwitz reproduz a Tabela 1 (suprimida a primeira linha).
Essa recorréncia permite o enunciado da seguinte propriedade.
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Teste de Routh-Hurwitz (G. Meinsma, 1995)

Propriedade 7 (Teste de Routh-Hurwitz (G. Meinsma, 1995))
O polinémio
D(p) = Zka , x>0, k=0,....m

é Hurwitz se e somente se o polinémio de grau m—1

Rm-1(p) = D(p) = "~ pDrm-1(p)

i
for Hurwitz. Por recorréncia, define-se um algoritmo para testar se um polinémio
é Hurwitz.
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Exemplo

Exemplo 1.8

Considere novamente o polinémio D(p) = (p+1)* = p*+4p3 +6p> +4p+1, que
é Hurwitz. De fato,
1
D(p) = 7p(4p* +4p) +4p’ +5p” +4p+1
N— —_——
Rs(p)
4
Ra(p) = 5p(5p° +1) +5p° +(16/5)p+1
N—— ——
R>(p)
25
Ro(p) = == p((16/5)p) +(16/5)p +1
16 ————

Ri(p)
e, como Rj(p) é Hurwitz, os polinémios R>(p), R3(p) e D(p) também o s3o.

A tabela de Routh pode também informar o ndmero de raizes com parte real
positiva.
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Propriedade

Propriedade 8

Se ndo ocorrer nenhum zero na primeira coluna da tabela de Routh, o ndmero de
mudangas de sinal na primeira coluna é igual ao nimero de raizes do polinémio
com parte real positiva. A ocorréncia de um zero indica que o polinémio ndo é
Hurwitz e a tabela ndo pode ser completada. Nesses casos, duas técnicas podem
ser utilizadas:

(1) trocar o zero por €, completar a tabela e estudar o sinal dos coeficientes
quando € — 0" e € — 0~ (nidmero distinto de trocas de sinal para € — 07" e

€ — 07 indica raiz com parte real nula);

(2) estudar o polinémio D(1/p)p™ (isto &, o polinémio definido pelos coeficientes
lidos na ordem inversa), que possui o mesmo nimero de raizes com parte real
positiva que D(p), pois se A, k=1,...,m s3o as raizes de D(p), tem-se

m
D(1/p)p |_|(1/P Ak)p |_|(1 Akp)
cujas raizes sdo 1/A,. Note que se para raizes complexas, por exemplo,

A =a+jB, tem-se 1/A = (a —jB)/(a?+ B2) e portanto o sinal da parte real nio
se altera.

~
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Exemplo 1

Exemplo 1.9

Considere o polindmio

D(p) = p° +p* +2p> +2p* +3p+15

A tabela de Routh é dada por

Estabilidade

p° 2 3
p* 1 2 |15
P’ £ 12

p? (2e+12)/¢ 15

pt | —12-15£2/(2e +12)

p° 15
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Exemplo 1I

Quando &€ — 0T, os sinais da primeira coluna s3o +, 4+, 4+, 4+, — e + e quando

&€ — 07, os sinais da primeira coluna sdo +, +, —, —, — e +. Nos dois casos,
ocorrem duas trocas de sinal, indicando a existéncia de duas raizes com parte real
positiva. De fato, as raizes sdo (aproximadamente)

—1.70, —0.68£,1.71 , 1.03+,1.24

O mesmo resultado pode ser obtido pela andlise de p™D(1/p), dado por

15p° +3p* +2p3 +2p° + p+1
cuja tabela de Routh é

p° | 15 1

p* 3 1

p3 | -8 | —4

p? 05| 1

pl | 12

PO 1
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Exemplo

Exemplo 1.10

Considere o polindmio
D(p) =p*+3p> +3p>+3p+2

A tabela de Routh é dada por

p* 1 1]3]|2
p 3|3
p2 |22
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Exemplo

Exemplo 1.10

Considere o polindmio
D(p) =p*+3p> +3p>+3p+2

A tabela de Routh é dada por

p* 1 1]3]|2
p® |33

p2 |22

pl | €

PO |2

Neste caso, € — 0T n3o implica em mudanca de sinal e € — 0~ implica em duas
trocas, indicando a existéncia de raiz com parte real nula. De fato, as raizes sdo

—1,-2,4j
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Estabilidade do estado

A estabilidade do estado (ou estabilidade interna) é definida pelo comportamento
das trajetérias do vetor de estados para entrada constante (em geral nula) e
condi¢des iniciais em torno do ponto de equilibrio (estabilidade local).

Considere o sistema auténomo

v="(v)

cujos pontos de equilibrio sdo dados por
f(v)=0

Um ponto de equilibrio pode ser estdvel (assintoticamente ou n3o) ou instavel.
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Estabilidade de um ponto de equilibrio

Definicdo 2 (Estabilidade de um ponto de equilibrio)

O ponto de equilibrio v é estavel se, para € > 0, existir a(€) > 0 tal que

lv(0)—v| <a(e), Vv(0) = |v(t)—Vv|<e, Vt>0

Definicdo 3 (Estabilidade assintética de um ponto de equilibrio)

O ponto de equilibrio v é assintoticamente estdvel se for estavel e, além disso, se
existir & > 0 tal que

lv(0)—v||<a, Vv(0) = tﬂr_?m v(t)=v

Note que, pela definicdo, existe sempre uma vizinhanca em torno do ponto de
equilibrio que é um dominio de atragcdo, ou seja, um dominio no espago de
estados para o qual toda trajetdria iniciada em seu interior permanece confinada e
tende assintoticamente para o ponto de equilibrio.

ot
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Estabilidade assintotica de sistema linear

Propriedade 9 (Estabilidade assintética de sistema linear)

O sistema linear auténomo

v=Av
€ assintoticamente estavel se e somente se a parte real de todos os autovalores de
A for negativa, pois a solucdo do sistema linear é dada por

v(t) = exp(At)v(0)
que é composta pelos modos proprios associados as raizes de A(A) =0. As raizes

A(A) =0 s3o os autovalores da matriz A.

Note que se nenhum autovalor é nulo, a origem € o tinico ponto de equilibrio do
sistema e, portanto, se a origem € assintoticamente estavel, entdo o sistema é
globalmente assintoticamente estavel.
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Relagao com BIBO estabilidade

Propriedade 10 (Relagdo com BIBO estabilidade)

Considere o sistema linear invariante no tempo SISO descrito por
v=Av+bx , y=cv+dx

Entao
e A funcido de transferéncia é dada por

H(s)=c(sl—A)1b+d

e Todo pdlo de H(s) é também autovalor de A e, portanto, a estabilidade
assintdtica implica em BIBO estabilidade.

e Nem sempre todos os autovalores de A sio pdlos de H(s), pois pode haver
cancelamentos de zeros e pdlos (ndo controlabilidade, ndo observabilidade ou
ambos). Portanto, a BIBO estabilidade ndo necessariamente implica em
estabilidade assintdtica do estado.

e Para sistemas controldveis e observaveis, a BIBO estabilidade implica em
estabilidade assintdtica, pois todos os autovalores de A sdo pdlos do sistema.
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Propriedade

Propriedade 11

Considere o sistema v = f(v). O ponto de equilibrio v =0 € assintoticamente
estdvel se existir um dominio Q) contendo a origem e uma fung¢3o escalar Y(v)
diferenciavel tal que

WO)=0 , Y(v)>0V¥veQ—{0} e L]J(v):%lp(v)<OVveQ—{O}
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Exemplo

Exemplo 1.11

O sistema escalar
V=—Vv

é assintoticamente estavel em Q =R (portanto é globalmente assintoticamente
2

estavel), pois para Y(v) = v<,
YO)=0, Y(v)>0Vv#0 e P(v)=2vv=-2v"<0Vv#0

De fato, para v(0) > 0, tem-se

dv 1
L=—dt = —d(v3)=dt
3 5d(v™)
e portanto
1
v(t) = ——=—=v(0
® V1+26v2(0) ©
v
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Exemplo — Dominio de atragao I

Exemplo 1.12 (Dominio de atragdo)

Considere o sistema n3o-linear dado por

vi = W (1)
. 1
o —v1—|—§v13—v2 (2)
A fung3o de Lyapunov
3 1 1 1 1 1 1 1 1
L[.I(v):va—ﬁvf+§v1v2+§v22:va(l—gvf)+§v12+§v1v2+§v22
1,0 1, [wu]'[05 025][wn
_ZV1(1_§V1)+{V2 025 05 v @
| S —
>0

tem derivada temporal

1 1 1
W(V)=—§V12(1—§V12)—§V22
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Exemplo — Dominio de atracao 11

Pode ser verificado que @(v) >0 e (v) <0 para todo v» # 0 e para v; # 0 tal
que 1— %vf > 0, ou seja, para v pertencente ao dominio

Q:{VER2 : —V3< v1<\/§}—{0}

Portanto, pela Propriedade 11 (Lyapunov), a origem é um ponto de equilibrio
assintoticamente estavel e existe um dominio de atragdo em torno de (0,0).

Note, no entanto, que  n3o é um dominio de atracdo. Como ilustrado no plano
de fase da Figura 1, existem trajetdrias que, iniciadas dentro do dominio Q (e,
portanto, com (J(v) < 0), acabam saindo. Fora do dominio €2, ndo h3 garantias
de que a derivada da fun¢3o de Lyapunov serd negativa. Como conclusio, 2 n3o
é uma estimativa do dominio de atracdo do ponto de equilibrio v = 0.
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Exemplo — Dominio de atragao I11

Figura : Plano de fase para o sistema (1)-(2). Em trago mais grosso, uma
trajetdria iniciada no ponto v(0) =[1 2.7]’ que sai do dominio Q e diverge.
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Exemplo — Dominio de atracao IV

O comportamento local do sistema pode ser estudado em torno dos pontos de
equilibrio (0,0), (—v/3,0) e (v/3,0), mostrados na Figura 1. O jacobiano do

sistema é dado por
o) _[ o0 1
avi|  |-1+vi -1

resultando em representacdes linearizadas em torno dos pontos de equilibrio
dadas por

(0,0) v= {_01 _11} v, A1p=-05 ij? , estdvel

(—+/3,0) e (V/3,0) , V:{g _11}\/7 AM=1,A=-2 , instavel

Estimativas da regido de atracdo podem ser obtidas por meio de conjuntos
positivamente invariantes, como por exemplo

92={veR" : Y(v)<c}
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Exemplo — Dominio de atracao V

quando Z é limitado e estd contido em Q (dominio para o qual a derivada da
funcdo de Lyapunov é negativa). Uma trajetéria iniciada no instante typ em &
permanece dentro do conjunto para todo t >ty e, como Z C Q, Y(v) <0
garante a convergéncia assintética para a origem.

Para a fung3o de Lyapunov (3), pode-se procurar pelo maior valor de ¢ tal que
Y(v) < c dentro da regido €, resultando em ¢~ 1.124. A Figura 2 mostra as
regides no plano (vi,v») para as quais Y(v) = 1.124. Note que apenas a regido
contida no intervalo —/3 < v; < v/3 pode ser usada como uma estimativa do
dominio de atracdo 2 C Q. O verdadeiro dominio de atracdo pode ser obtido por
simulagdes exaustivas das equagdes diferenciais (1)-(2), resultando no conjunto
de condi¢des iniciais mostrado na Figura 3.
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Exemplo — Dominio de atracao VI

Figura : Regibes no plano de fase do sistema (1)-(2) para as quais
Y(v) =1.124 com Y(v) dada em (3). A estimativa da regido de atragdo
estd no intervalo —v/3 < v; < V/3.
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Exemplo — Dominio de atragao VII

Figura : Dominio de atragdo para o sistema (1)-(2), isto é, conjunto das
condicdes iniciais que resultam em trajetdrias estdveis.
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Exemplo — Dominio de atragao VIII

Observe que a Propriedade 11 depende da escolha da fun¢3o @(v) e é apenas
suficiente para a estabilidade assintética. Fregiientemente, busca-se para (v)
uma forma quadrética dada por

Y(v) =V Pv

sendo P € R™" uma matriz simétrica definida positiva, isto é, matriz com todos
os autovalores reais e positivos.

A derivada da fun¢do de Lyapunov é dada por

P(v) =V Pv+Vv Pv=Ff(v)Pv+VPf(v)

e o teste de estabilidade consiste na andlise do sinal de (v), isto é, o sistema é
assintoticamente estavel se J(v) < 0,Vv # 0.
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Exemplo — Circuito RLC I

Exemplo 1.13 (Circuito RLC)

Considere o circuito mostrado na Figura 4 cujas equagdes sdo

V1:C\'/2+VT§ o x=Lvi+w

« (@ c | r

Figura : Circuito RLC.
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Exemplo — Circuito RLC II

Para condicdes iniciais nulas, o sistema é linear e invariante no tempo. Os pontos
de equilibrio podem ser obtidos das equagdes de estado impondo-se que as
derivadas das varidveis de estado sdo nulas. Para a entrada x =0 (sistema
autdnomo), tem-se como ponto de equilibrio v =0, v» = 0.

Observe que, para parametros R, L e C positivos, a energia armazenada no
circuito (magnética e elétrica) decresce assintoticamente.

1 1
Y= ELV12—|—§CV22 = Y=Lvyvy+Cwvin

A fung3o energia (v1,v»2) é uma fungdo de Lyapunov do sistema, pois é positiva
para (vi,v2) # (0,0). Além disso, substituindo as derivadas, obtém-se

2

V.
Y= —FE <0 para vy #0 e v; qualquer

indicando que o sistema é assintoticamente estdvel (tende ao ponto de equilibrio
vi = v» =0). Observe que a derivada da energia é a poténcia dissipada no
resistor.
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Exemplo — Circuito RLC III

- . d
Definindo y = v» e usando o operador derivada no tempo p = e tem-se a
relacdo entrada-saida

(7 + ket ic) = 1

que é BIBO estavel.
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Desigualdade de Lyapunov I

Propriedade 12 (Desigualdade de Lyapunov)

O sistema linear auténomo

v=Av

€ assintoticamente estdvel se e somente se existir P = P’ > 0 tal que

AP+PA<O (definida negativa)

Prova: a suficiéncia é conseqiiéncia da escolha da fungcdo de Lyapunov

Y(v)=vPv = Pv)=VPv+vPv=V(AP+PAV

e, portanto,

Yv)>0 e P(v)<0,v#0 = P>0, AP+PA<O

Note que AP+ PA é uma matriz simétrica.
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Desigualdade de Lyapunov II

A determinag¢3o de uma matriz simétrica definida positiva P que satisfaz a
desigualdade acima pode ser feita pela solucdo da equagdo de Lyapunov

AP+PA=-Q

com Q = Q' > 0 arbitrdria, por exemplo, igual & matriz identidade.

Teorema 1 (Lyapunov)

Para qualquer matriz @ = Q' > 0, a solucdo da equacdo de Lyapunov

AP+PA=—-Q

€ Unica, simétrica e definida positiva se e somente se todos os autovalores da
matriz A tiverem parte real negativa.

Prova:

Primeiramente, mostra-se que se A possui autovalores com parte real negativa,
ent3o a solugdo € Unica, simétrica e definida positiva.
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 de Lyapunov 111

e Como A e A possuem os mesmos autovalores e todos tém parte real negativa,
n3o existem dois deles tais que a soma seja nula. Portanto, a solugdo P é tnica
(utiliza-se uma propriedade da equagdo de Sylvester).

e A solucdo pode ser expressa como

P= /w exp(A't) Qexp(At)dt
0

Substituindo na equagdo, tem-se

AP+ PA= /0+oo <A' exp(A't) Qexp(At) —|—exp(A't)Qexp(At)A) dt =
+oo e
_/ exp (At )Qexp(At)) dt = exp(A't) Qexp(At)

t=0

pois, como A tem autovalores com parte real negativa, lim:_, o exp(At) =0.

e Como Q é simétrica, P também o é.
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» de Lyapunov IV

e Como Q ¢ definida positiva, existe R n3o singular tal que @ = R'R. Ent3o, P é
definida positiva, pois

oo o
v'Pv:/ v exp(A't)R' Rexp(At)v dt:/ |Rexp(At)v|2dt >0 , Vv #0
0 0

Para completar a demonstrag3o, prova-se que se P = P’ > 0, entdo A possui
todos os autovalores com parte real negativa.
Pré multiplicando a equagdo de Lyapunov por (v*)" e pés multiplicando por v,
com v autovetor de A associado ao autovalor A, tem-se

(VYA Pv+ (v*) PAv = (A* +2)(v*) Pv = 2Re(A ) (v*) Pv = —(v*) Qv
Como (v*)' Pv e (v*)' Qv sdo reais positivos, tem-se Re(A) < 0.

A propriedade a seguir fornece procedimentos para determinar se uma matriz é
definida positiva.
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Matriz definida positiva

Propriedade 13 (Matriz definida positiva)

Uma matriz simétrica P € R"*" & definida positiva se e somente se qualquer uma
das condigées for verificada.

@ V/Pv>0,VeR" v£0;
@ Todos os autovalores sdo positivos;
@ Todos os menores principais lideres sdo positivos;

@ Existe R € R™" n3o singular tal que P = R'R.

Note que uma condicdo necessdria para que uma matriz seja definida positiva é
que todos os elementos da diagonal sejam positivos.

Uma matriz simétrica Q € R"™*" € definida negativa se —Q for definida positiva.
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Exemplo

Exemplo 1.14

Considere o sistema

Pela solu¢do da equagdo de Lyapunov

AP+PA=—|
tem-se
[P i R e | P B e}
-2 =3| |p2 P3 p2 p3||—2 -3 0 -1
—4py p1—3p2—2p3| _[-1 O P—l 5 1
p1—3p2—2p3  2p2—6p3 | |0 1 401 1

Os menores principais lideres de P sdo 1.25 e 0.25, e portanto a matriz P é

definida positiva, indicando que o sistema é assintoticamente estdvel.
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Exemplo

Exemplo 1.15

Considere o sistema
V= —& 0 v
10 3

AP+PA=—6l = P:{l ”2}
p> -1
Os menores principais lideres sdo 1 e —1 —p%, indicando que o sistema ndo é

assintoticamente estavel.
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Estabilidade de sistema linear

Propriedade 14 (Estabilidade de sistema linear)

O sistema linear auténomo

€ estdvel se e somente se a parte real de todos os autovalores de A for negativa
ou nula, e os blocos de Jordan associados aos autovalores com parte real nula
forem de ordem igual a um. Note que, nesse caso, a trajetdria v(t) é sempre
limitada, qualquer que seja a condicio inicial v(0). Alguns livros utilizam os
termos “estabilidade no sentido de Lyapunov” ou “sistema marginalmente estavel”.

Caso contrdrio, isto €, se houver algum autovalor com parte real positiva ou
blocos de Jordan de ordem maior que um associados aos autovalores de parte real

nula, o sistema € instavel.

Estabilidade

v=Av
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Exemplo

Exemplo 1.16

Considere o sistema (oscilador senoidal ideal)

. : [0 1
y+ty=0 , wn=y,w=y = v=|, 4V

cuja forma de Jordan é diagonal (autovalores distintos), AQ = QA, dada por

A= {é —Oj}

O sistema é estavel, pois os blocos de Jordan associados aos autovalores de parte
real nula tém tamanho um. De fato, a solucdo é dada por

v(t) = { cos(t) sen(t)} v(0)

—sen(t) cos(t)

Note que o sistema ndo é assintoticamente estdvel.
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Exemplo

Exemplo 1.17

O sistema

V= 0 0 %
— |0 -1
é estavel (mas n3o assintoticamente), pois possui um autovalor igual a —1 e

outro igual a 0 (portanto, associado a um bloco de Jordan de tamanho um). De
fato, a solugdo é

vi(t)=wvi(0) , wa(t) =exp(—t)wa(0)
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Exemplo

Exemplo 1.18

O sistema

V= 0 1 v
{0 0
é instdvel, pois possui um bloco de Jordan de ordem dois associado ao autovalor
0. De fato, a solugdo é

vi(t) =v1(0) +tv2(0) , wva(t) =v2(0)
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