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Observabilidade

Definicdo 1 (Observabilidade)

Um sistema continuo auténomo descrito por

v(t)=F(v(t),t) , y(t)=g(v(1),1)
é observdvel em ty se existir T > 0 tal que o conhecimento da saida y(t) para
todo t € [ty, to+ T] € suficiente para determinar a condicdo v(tp).

Sistemas lineares invariantes no tempo com saida escalar, descritos por

v(t)=Av(t) , veR" ; y(t)=cv(t)eR

sdo observdveis se existir T > 0 tal que o conhecimento da saida y(t) para todo
t € [0, 7] € suficiente para determinar a condicgo inicial v(0).
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Matriz de observabilidade I

Propriedade 1 (Matriz de observabilidade)

O sistema linear invariante no tempo

v=Av , y=cv

com v € R" € observdvel se e somente se o rank da matriz de observabilidade
Obsv(A,c) for igual a n

c
cA

2
Obsv(A,c)= | A" | er™"
CA;1—1
Ou seja, o sistema € observdvel se e somente se det(Obsv(A, c)) # 0.

Prova:
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Matriz de observabilidade 11

y(t) = cexp(At)v(0)

Derivando n—1 vezes y(t) e computando em t =0, tem-se

c y(0)

A ¥(0)

Obsv(A, c)v(0) = | 4 |voy=| 0
cA;"1 y(n—.l)(o)

que tem solu¢do em v(0) sempre que o rank de Obsv(A, c) for igual a n. Note
que é preciso conhecer y(t) em uma vizinhanga do zero para determinar os
valores das derivadas em t = 0.

Observabilidade e Controlabilidade SISO IA888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares



c e A— Al coprimos a direita I

Propriedade 2 (c e A— Al coprimos a direita)

O sistema
v=Av , y=cv

é observdvel ou, equivalentemente, o par (A,c) é observdvel, se e somente se a
matriz

tiver rank n (isto é, rank completo de colunas) para todo A € C. Como
det(A—A/)#0 para A € C que ndo € autovalor de A, basta testar o rank da
matriz para os A's autovalores de A.

Se a matriz acima tem rank n, diz-se que A— Al e ¢ s3o coprimos a direita, isto
é, que n3do possuem nenhum fator comum 3 direita.

Prova: o rank completo de colunas VA autovalor de A implica que n3o existe um
vetor v # 0 tal que
{A—/\I}
v=20

C
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c e A— Al coprimos a direita II

Se existirem A1 e v; # 0 tais que
|:A_C)\1|:| vi=0 = AV1 :Alvl , Cv1 =0

tem-se que v; é um autovetor associado ao autovalor A;. Assim,

A2V1 = AA1vy :/\12V1 , An_lvl :/\1"_1V1

e, portanto,
c c
cA Aic
2 2
AT | = Ajc vi=0
;7—1 n.—l
cA Al e

indicaria que rank(Obsv(A,c)) < n, ou seja, que o sistema é n3o observavel.

Observabilidade e Controlabilidade SISO IA888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares



Exemplo — Sistema nao observavel 1

Exemplo 1.1 (Sistema n3o observavel)

O sistema

\'/:{_02 _13}v  p=R v

n3o é observavel, pois a matriz de observabilidade dada por

Obsv(A,c) = Li\} = {_12 —12}

tem determinante igual a zero. Note que, para uma condi¢3o inicial v(0) = vy,
tem-se

s+1

Y(s)=c(sl-A) 1w = G112

(v1(0)+v2(0))

= y(t) = (1(0) + va(0)) exp(~2t)u(t)
e, portanto, o conhecimento de y(t) ndo permite determinar de maneira
individualizada v1(0) e v»(0).
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Exemplo — Sistema nao observavel 11

Note ainda que os autovalores de A s3o —1 e —2, e que embora

2 1
) [3
c c 1 1
possua rank 2, indicando que M_5 e ¢ s3o coprimos, para A = —1 tem-se
1 1
rank | -2 -2 =1
1 1

M_1:A—(—1)I:{_12 _12}:[_12} o1 . e=[jp 1

e, portanto, a matriz M_1, que tem rank 1, possui um fator comum a direita com
o vetor ¢ (n3o sdo coprimos a direita), confirmando pela Propriedade 2 que o
sistema n3o é observavel.
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Exemplo — Sistema observavel I

Exemplo 1.2 (Sistema observavel)

O sistema

v:{_oz _13}\/ ; y=[1 0]v

é observavel, pois a matriz de observabilidade dada por

Obsv(A, c) = LCA} _ B ﬂ

tem determinante diferente de zero. Para uma condi¢3o inicial v(0) = vy, tem-se

s+3 1

V)= el = A0 = e Ot e

v2(0)

= y(t) = (2exp(—t) —exp(—2t)) v1(0)u(t) + (exp(—t) —exp(—2t)) v2(0)u(t)

y(0)=w1(0) , y(0)=v2(0)
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Exemplo — Sistema observavel 11

Neste caso, o conhecimento

de y(t) permite determinar a condi¢3o inicial.

Confirmando, pela Propriedade 2, tem-se

M_»
C

|
|

M_1
C

ambas com rank 2 (n3o h3 fator comum entre M, e ¢ que possa ser colocado em

evidéncia a direita).
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Exemplo 1

Considere o circuito da Figura 1 com 0 > 0 e as varidveis de estado V; (tensdo no
capacitor) e V, (corrente no indutor).
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Exemplo 1I

JORENE SN

Figura : Circuito RLCcom R=C=1elL=1/0.
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Exemplo III

1. . 1. 1.
Vo+—Vr=Vi+V; =_—W+v ; =V
2+cr 2 1+ V1 X o 2+ V1 y o2
Colocando na forma matricial, tem-se
V=Av+bx , y=cv+dx (1)
-2 1 1
A:{_CI 0} ,b:M ,e=[-1 0] ,d=[1] @)

A matriz de observabilidade é dada por
-1 0
Obsv(A,c) = { 5 _1}

cujo determinante é

det(Obsv(A,c))=1+#0

indicando que o sistema (1)-(2) é observavel independentemente de o.
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Exemplo IV

A equacio diferencial em y é
D(p)y=N(p)x . D(p)=p*+2p+0 ., N(p)=p(p+1)

Note que para 0 =1 (constantes de tempo das malhas indutiva e capacitiva
idénticas) ocorre um cancelamento entre zero e pdlo.
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Exemplo 1

Exemplo 1.4

Considere novamente o circuito descrito na Figura 1, com 0 > 0, cuja equagao
diferencial em y é

D(p)y=N(p)x , D(p)=p°+2p+0 , N(p)=p(p+1)

N(p)=D(p)+N(p) = N(p)=-p-0

.
A representacdo em equacdes de estado na forma companheira (note que as
varidveis de estado v; e v» n3o mais correspondem a tens3o no capacitor Vi e a
corrente no indutor Vy) é dada por
. 0 1 0
v = {—U _2} v+ L} X (3)
y=[-o -1v+1x @

A matriz de observabilidade para o sistema (3)-(4) é dada por
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Exemplo 1I

c -0 -1
Obsv(A,c) = LA} = { o 2_ 0}
cujo determinante é

det(Obsv(A,c)) =o(o—1)

Portanto, a realizagdo (3)-(4) do sistema (varidveis v; e v2) ndo é observavel se
o=1

Note, portanto, que a observabilidade depende da representacdo interna do
sistema, isto é, da escolha das varidveis de estado.
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Observabilidade de sistemas similares

Propriedade 3 (Observabilidade de sistemas similares)

Transformagdes de similaridade ndo alteram a observabilidade de um sistema
linear invariante no tempo.

Prova:
Os sistemas similares, com T n3o singular, dados por

v=Av , v=T0 = =T W=TlA=T1AT0V = A=T71AT

y=cv=clVv = ¢=cT

tém matrizes de observabilidade que verificam

?:A c c
cA cA cA
rank . = rank . T | = rank
eAn-1 cAn1 cAn-1
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Exemplo 1

Considere o sistema descrito por

v=Av , y=cv
-5 1
A:{_4 _J , c=[0 2]
O sistema é observével, pois
0 2

Obsv(A,c) = { } , det(Obsv(A,c))=16+#0

-8 -2
Escolhendo

-1 1 4 fo 1
i E ]

e escrevendo as equagdes em termos de v = TV, tem-se
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Exemplo 1I

A:T—lAT:B :g} . e=[2 0

2 0

6 —8}] ., det(Obsv(A,8))=—-16#0

Observabilidade e Controlabilidade SISO IA888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares



Controlabilidade

Definicdao 2 (Controlabilidade)

Um sistema continuo descrito por

v(t) = f(v(t), x(t),t)
é controldvel em ty se existir T > 0 finito e uma entrada x(t), t € [ty, to+ T] que
leve o sistema de um estado inicial qualquer v(tg) para um estado arbitrdrio
v(to+T).

Sistemas lineares invariantes no tempo com entrada escalar, descritos por

v(t)=Av(t)+bx(t) , veR"” ; x(t)eR

s3o controldveis se para qualquer estado inicial v(0) e um estado v(T) final
arbitrdrio, existir uma entrada x(t), t € [0, T] que leve o sistema de v(0) a v(T)
em tempo finito T.
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Matriz de controlabilidade I

Propriedade 4 (Matriz de controlabilidade)

O sistema linear invariante no tempo

v = Av+ bx

com v € R" é controldvel se e somente se o rank da matriz de controlabilidade
Ctrb(A, b) for igual a n

Ctrb(A,b)=[b Ab A%b ... A1lp]eR™"

Ou seja, o sistema € controldvel se e somente se det(Ctrb(A, b)) # 0.

Prova:
A solugdo v(t), com condigdo inicial v(0) conhecida e uma entrada x(t), é dada
por

v(t) = exp(At)v(0) + (exp(At)u(t)) = bx(t)
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Matriz de controlabilidade II

Por Cayley-Hamilton, tem-se

exp(At) = Z Pr(t
e portanto
n—1 n—1
v(t) = (3 Pr(t)A u(t)) * bx(t) z AXb gy (t)
k=0
com
v(t) = v(t) —exp(At)v(0) , Ok(t) = (pk(t)u(t)) *x(t)
Para t =T, tem-se
0o(T)
o1(1)
v(ty=[b Ab A% Ar=1p) _
O'n—.l(r)

que possui solu¢do sempre que o rank de Ctrb(A, b) for igual a n.
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b e A— Al coprimos a esquerda 1

Propriedade 5 (b e A— Al coprimos a esquerda)

O sistema
v = Av—+ bx

é controldvel ou, equivalentemente, o par (A,b) é controlivel, se e somente se a
matriz

[A-A1 b] eCmx(rtHD)
tiver rank n (isto €, rank completo de linhas) para todo A € C. Como
det(A—A[)#0 para A € C que ndo € autovalor de A, basta testar o rank da
matriz para os A’s autovalores de A.

Se a matriz acima tem rank n, diz-se que A— Al e b sdo coprimos a esquerda,
isto €, que ndo possuem nenhum fator comum a esquerda.

Prova: o rank completo de linhas VA autovalor de A implica que n3o existe um
vetor g # 0 tal que
q [A—}\I b] =0
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b e A— Al coprimos a esquerda 11

Se existirem A1 e g1 # 0 tais que
qi[A-Ml b]=0 = qA=XAgdq;, qb=0

tem-se que g1 é um autovetor a esquerda associado ao autovalor Aq,
QAT = q’l}\l’”"1 e, portanto,

gi[b Ab A%b .. A™lpl=gqgi[Mb AZb - A1H]=0

indicando que o sistema é n3o controlavel.
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Exemplo — Sistema nao controlavel I

Exemplo 1.6 (Sistema n3o controlavel)

. |0 1 b1
=% A [5)>

Analisando a controlabilidade, tem-se

Considere o sistema

det(Ctrb(A, b)) =
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Exemplo — Sistema nao controlavel I

Exemplo 1.6 (Sistema n3o controlavel)

Considere o sistema

Analisando a controlabilidade, tem-se

by by

det(Ctrb(A, b)) = det[b  Ab] = det {bz —2b;y —3by

} = —(2b% +3b1 by + b3)

e portanto para bp = —b; ou by = —2by, o sistema é n3o controlavel
(determinante igual a zero).

Utilizando o operador p, tem-se

_ _ 1 (p+3 1| (b _
o= (=) tox= o [P [P D)= (e 1o +2)
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Exemplo — Sistema nao controlavel II

As duas situagles de n3o controlabilidade implicam

Rk I RS e W

Note que n3o é possivel controlar individualmente os dois estados e que, em cada
uma das situagdes, um dos modos préprios ndo aparece na equacao diferencial.

Confirmando, pela Propriedade 5 tem-se

[A— (-1 b]:{_l2 _12 Zj

que tem rank 1 se bp = —2b; e
12 1 b
[A—(-2)l B] = {_2 B bj
que tem rank 1 se by = —by.
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Exemplo — Sistema controlavel I

Exemplo 1.7 (Sistema controlavel)

Considere o sistema

v:{_oz _{Jv-i—{ﬂx, v(0)=0

O sistema é controldvel, pois

det(Ctrb(A,b)) =det[b Ab| =det E _15} =-6

Aplicando a transformada de Laplace, tem-se

B 1 +3 1]t 1 4]y,
V)= (e-A X000~ i 7] X0 G [ e

Para X(s) igual a
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Exemplo — Sistema controlavel II

s+1 s+2
X =
(s) as—|—4+Bs—2
tem-se
1 s+4
72 062 |[a
V(S) = s_2 1 B
(s+2)(s+4) s+1
e portanto
(1) = exp(—2t) —exp(—t)+2exp(2t)| [a
T | —2exp(—2t) + 3exp(—4t) exp(—t) B

Note que o determinante da matriz que relaciona v(t) com os pardmetros o e 8 é

y(t) =4 —6exp(—2t) —exp(—3t)+3exp(—5t) #0 , Vt#0
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Exemplo — Sistema controlavel 111

e, portanto, para qualquer (t = t,v(t) = v) é possivel encontrar a e 8 que levam
o sistema de v(0) =0 a ¥ no intervalo [0, ], confirmando que o sistema é
controldvel.

A soluc3o é dada por

a

1 exp(—1) exp(—t) — 2exp(2t)] _
Bl = Y

- m {2exp(—2?) —3exp(—4%) exp(—2%)
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Entrada x(t) que leva de 0 a v(T)

Propriedade 6 (Entrada x(t) que leva de 0 a v(T))

Para sistemas controldveis, existe 3 € R" tal que a entrada
x(t) = b exp(=A't)Bu(t) , te€]0,1]

leva o sistema da condicdo inicial v(0) =0 para v(T) arbitrdrio.
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Exemplo 1

Exemplo 1.8

Considere novamente o sistema controlavel do Exemplo 1.7 e a condigdo v(1)
dados por

=% ol omo [

1

x(t) = b exp(=A't)Bu(t) = X(s)=b(sI+A)B= (D) [s—4 s+2|B
Como .
V(s) = (1= A BX () = vy {zfﬂ X(s)
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Exemplo 1I

tem-se

V(s)=M(s)B = (sl—A) 1t/ (sl+A) 1B =
1 s2—16 (s+2)(s+4)
(s2—1)(s*—4) {(5—2)(5—4) s?—4 }B

Note que o determinante da matriz M(s) é nulo para todo s, pois det(bb') = 0.
Entretanto, M(t) = £ 1{M(s)} possui inversa para todo t > 0 (sistema
controldvel), e é dada por

2.5exp(t) —exp(2t) —2.5exp(—t) +exp(—2t)
M(t) = < e—(g’.Sexp(et)p—l- 2.5exp(itr;—2exp((e—p2t)

—2.5exp(t) 4 2exp(2t) 4+ 0.5exp(—t) )
sinh(t)

Em t =1, tem-se

M(l)z{__ozl"??;% f;};} , M(l)ﬁzv(l):M = B*Eg}
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Exemplo III

A Figura 2 mostra a simulagdo numérica do sistema para a entrada

x(t) = b exp(—A't)B ~ [3exp(t) — 2exp(2t) 4exp(2t) —3exp(t)] Eig}
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Exemplo
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Controlabilidade de sistemas similares

Propriedade 7 (Controlabilidade de sistemas similares)

Transformagdes de similaridade ndo alteram a controlabilidade de um sistema
linear invariante no tempo.

Prova:
Os sistemas similares, com T n3o singular, dados por

v=Av+bx , v=T0 = =T Yv=TlAv+T lbx=T1ATO+ T 1bx

= A=T7'AT ,b=T71

tém matrizes de controlabilidade que verificam

rank[b Ab . AUB]=rank(T7M[b Ab . ATlb]) =
rank[b Ab .-+ A"1p]
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Exemplo 1

Exemplo 1.9

Considere o sistema descrito por

v =Av+ bx

S L

O sistema é controldvel, pois

Ctrb(A,b):{O :8} ., det(Ctrb(A,b)) =16 #£0

Escolhendo

e escrevendo as equagdes em termos de v = TV, tem-se
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Exemplo 1I

Ctrb(A,b) = B _68} . det(Ctrb(A, b)) =—-16#£0
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Dualidade

Propriedade 8 (Dualidade)

O sistema (A, b,c,d) é controldvel se e somente se o sistema dual (A',c',b',d) é
observdvel, e vice-versa, isto é, o sistema (A, b, c,d) é observavel se e somente se
o sistema dual (A',c’,b',d) é control3vel.

Prova:

Ctrb(A,b) = (ObsW(A', b)), Obsv(A,c) = (Ctrb(A',c"))’
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Exemplo 1

Exemplo 1.10

Considere novamente o circuito da Figura 1, com 0 > 0, descrito pela equagdo
diferencial

D(p)y=N(p)x , D(p)=p°’+2p+0 , N(p)=p(p+1)

com a representacao de estado do Exemplo 1.4

\'/:{_Oa _12}v+{ﬂx . y=[-0 -1]v+][1]x

que n3o é observavel para 0 = 1. No entanto, o sistema é controldvel
independentemente de 0, pois

det(Ctrb(A,b)) =det[b Ab| =det {(1) _12} =-1

Por outro lado, a representacdo em equacdes de estado na forma dual, dada por
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Exemplo 1I

0 —-o —0
A- L _2} b= {_J ce=[0 1], d=]1
é observavel independentemente de 0 e ndo é controldvel para 0 =1, pois
—0 o

det(Ctrb(A, b)) =det[b Ab| =det { 1 9_ 0} =0(og—-1)

c 0 1
det(Obsv(A, c)) = det LA} = det L _2} =-1
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Forma canonica controlavel I

Propriedade 9 (Forma canénica controlavel)

A representacdo

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
v=Av+bx , v=| ! v | X
0 0 o - 1 0
—0p —Qp —02 -+ —0Op1 1

é denominada de forma canénica controlivel, pois det (Ctrb(A,b)) # 0 para
quaisquer valores de ay.

Prova: para n=14, tem-se

0 0 0 1
0 0 1 —03
Cerb(A.b) =1y 4 —a3 —ap+03
1 —0a3 —02+0 —a1+axa3—az(op+03)
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Forma canonica controlavel 11

cujo determinante é igual a 1. Para n qualquer, o determinante é 1 ou —1, pois

det (Ctrb(A, b)) = (—1)1" | f[n] = ”Zlk _M

Pode-se mostrar que inversa da matriz de controlabilidade é dada por

ap ax O3

1

-1 a a3 1 0

(Ctrb(A7 b)) = a1 0 o
0

1 0 O
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Exemplo

Exemplo 1.11

O sistema
0 1 0 0
v=10 0 1 |(v+|0|x
-6 —-11 -6 1

estd na forma candnica controldvel, sendo

0o 0 1
Ctrb(A,b)= [0 1 —6| , det(Ctrb(A,b))=—1
1 -6 25
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Forma canonica observavel

Propriedade 10 (Forma candnica observavel)

A representacdo de um sistema na forma

0 0 —0ap
1 - 0 -

\‘/:AV’y:CV s v=|. ) i i v, y:[o 0 ©coo 0
(0) oo 1 —0m_1

é denominada de forma canénica observavel, pois det (Obsv(A, c)) # 0 para
quaisquer valores de Qy.

Por dualidade, essa propriedade é conseqiiéncia da Propriedade 8.
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Propriedade I

Propriedade 11

A realizacdo mostrada na Figura 3 é a forma canénica controldvel dada por
(m=3,an=1)

0o 1 0 0 _
A=1] 0 0 1 |,b=|0|,c=[B B B, d=[B]
—0p —01 —0a3 1

associada aos polindmios

D(p) = EGkP , N(p)=B3D(p)+N(p) . N(p)= Y Bxp*
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Propriedade 11

y
+ + +
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Figura : Realizagdo na forma candnica controldvel.
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Propriedade 111

Por construg3o, a realizagdo possui (A, b) controldvel. Se (A, c) for observavel,
entdo n3o ha cancelamentos entre pdlos e zeros.

Por outro lado, se n3o houver cancelamento entre as raizes de N(p) e D(p) (isto
é, entre pdlos e zeros), a realizagdo é observavel. Portanto, essa realiza¢do é
sempre controldvel e a observabilidade depende dos pardmetros oy, By.

Note que cancelamentos entre pdlos e zeros também implicam em cancelamentos
entre N(p) e D(p).
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Exemplo

Exemplo 1.12

Considere a realizagdo mostrada na Figura 3 com

B3=0,B=1,B=3,B=2 , 02=8,0a1=21, a0=18

implicando em

0o 1 o0 0
A=l 0 0 1|,b=|0|,c=[2 3 1],d=]0]
-18 21 -8 1

A matriz de observabilidade é dada por

2 3 1
Obsv(A,c)= |-18 —19 —5| , det(Obsv(A,c)) =0
90 87 21

De fato, os polinémios

N(p)=p*+3p+2=(p+1)(p+2) , D(p)=p>+8p>+21p+18=(p+3)*(p+2)

possuem a raiz —2 em comum.
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Propriedade I

Propriedade 12

A realizacdo mostrada na Figura 4 é a forma canénica observadvel dada por
(m=3,an,=1)

v=Av+bx , y=cv+dx

0 0 —ap @0
A=|1 0 —ai|,b=|B|,c=[0 0 1], d=[Bs]
0 1 —ao B>
w
associada aos polinGmios
X _ m—1 _ X
D(p) = EGkP , N(p)=PBsD(p)+N(p) , N(p)= Y Bkp
k=0
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Propriedade 11

Figura : Realizagdo na forma candnica observével.
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Propriedade 111

Por construgdo, a realizagdo possui (A, c) observavel. Se (A, b) for controlavel,
entdo n3o ha cancelamentos entre pdlos e zeros.

Por outro lado, se ndo houver cancelamento entre as raizes de N(p) e D(p) (isto
é, entre pdlos e zeros), a realizagdo é controldvel. Portanto, essa realizag3o é
sempre observavel e a controlabilidade depende dos pardmetros oy, By.
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Exemplo 1

Exemplo 1.13

Considere a realizagdo mostrada na Figura 4 com
B3:17B2:1>Bl:3>30:2 ) 0223,01:—1,002—3
implicando em

00 3 2
A=|1 0 1|,b=13|,c=[0 0 1],d=]1]
01 -3 1

A matriz de controlabilidade é dada por

o ww

2 0
Ctrb(A,b) = |3 3|, det(Ctrb(A,b)) =0
1 3

De fato, os polinémios
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Exemplo 1I

N(p)=p*+3p+2=(p+1)(p+2) , D(p)=p>+3p*—p—3=(p—1)(p+1)(p+3)

possuem a raiz —1 em comum.
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Decomposicao canonica (modos nao controlaveis) 1

Propriedade 13 (Decomposicdo candnica (modos no controlaveis))

Considere o sistema
v=Av+bx , y=cv+dx

e a transformagdo de similaridade v = Pv, com P ndo singular, que produz

V=Pv=PAP v+ Pbx , y=cPlv+ d x
A b < d

Se a matriz de controlabilidade do sistema
Ctrb(A, b) = [b Ab .- A"‘lb]
tem rank r < n, entdo

Pilz[ql o qr o Qn]
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Decomposicao canonica (modos nao controlaveis) 11

construida com r colunas linearmente independentes de Ctrb(A, b) (e demais
colunas arbitrérias, para garantir a existéncia de Pfl) leva o sistema para

- %1l

A
y=[cc e {_ } +dx
Ve

O subsistema de ordem r

Ve = AcVe + bex

Y =CcVe +dx
é controldvel e produz a mesma func¢3o de transferéncia que o sistema original.
Os estados associados aos modos controlaveis estdo no vetor v. € R".
A decomposicao candnica que separa os modos controlaveis dos n3o controldveis
é produzida pelo comando ctrbf do Matlab.
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Decomposi¢ao canonica (modos nao observaveis) I

Propriedade 14 (Decomposicdo candnica (modos no observéveis))

E o caso dual da Propriedade 13. Se
rank(Obsv(A,c)) =r<n

a transformagdo de similaridade v = Pv, com P n3o singular dada por

!
P:{Pl Lo pn}

construida com r linhas linearmente independentes de Obsv(A, c) (e demais linhas
arbitrdrias, para garantir a existéncia de P~) leva o sistema (com estados
associados aos modos observaveis no vetor v, € R") para

=i 2] ()
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Decomposi¢ao canonica (modos nao obse

O subsistema de ordem r
Vo = Ao Vo + box
Yy =CoVo+dx
é observavel e produz a mesma fungdo de transferéncia que o sistema original.

A decomposicao candnica que separa os modos observaveis dos n3ao observaveis é
produzida pelo comando obsvf do Matlab.
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Exemplo — Modos nao observaveis

Exemplo 1.14 (Modos n3o observéveis)

Considere o sistema descrito por

V=Av+bx , y=cv |, A:{_5 11} , c=[2 -1] b:H

O sistema é n3o observavel, pois

2

Obsv(A,c) = {—6

_31} ., det(Obsv(A,c)) =0

O rank de Obsv(A,c) é igual a 1. Para
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Exemplo — Modos nao observaveis

Exemplo 1.14 (Modos n3o observéveis)

Considere o sistema descrito por

. -5 1 1

v=Av+bx , y=cv , A:{_4 _1} , C:[Z —1] , b:{l}
O sistema é n3o observavel, pois

2 -1
Obsv(A,c) = 6 3 , det(Obsv(A,c))=0

O rank de Obsv(A,c) é igual a 1. Para

2 -1 ~1_105 05 N 1_ -3 0 . ~ |1
tem-se
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Exemplo — Modos nao observaveis I1

Obsv(A,8) = {_13 g} . det(Obsv(A,2)) =0
Embora a matriz A tenha dois modos préprios A1 = A» = —3, apenas um dos
modos aparece na fun¢do de transferéncia
1
s+3
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Exemplo — Modos nao controlaveis I

Exemplo 1.15 (Modos n&o controlaveis)

Considere o sistema

0 1 0 1
v=|0 0 1 |v+|-3[x , y=[1 1 1]v
-6 —11 —6 9

cujo polindGmio caracteristico é

A(p)=p>+6p°+11p+6 = (p+1)(p+2)(p+3)

O sistema n3o é controldvel, pois

1 -3 9
det(Ctrb(A,b)) =det[b Ab AZb] =det [—3 9 27| =0,
1

rank(Ctrb(A, b)) =
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Exemplo — Modos nao controlaveis 11

Utilizando o operador p, tem-se

-3 x

=(pl—A)thx=——
v=(pl—A)""bx 43|

Note que n3o é possivel controlar individualmente os estados e que dois modos
proprios ndo aparecem na equag¢ao diferencial.

Definindo a transformacgio

1 00 1 00
pPl=|-3 10 , P=[3 1 0
9 01 -9 0 1
tem-se
-3 1 0 1
A=PAPr=|0 3 1| , b=pPb=|0| , e=[7 1 1]
0 -20 -6 0
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Exemplo — Modos nao controlaveis 111

Note que, no sistema transformado, foram separadas as parcelas controldvel (71,
autovalor —3) e n3o controldvel (7> e {3, autovalores —1 e —2). Note também
que os estados n3o controldveis formam um sistema autdnomo independente, e a
varidvel {» influencia na equagdo de ;.

A matriz de controlabilidade do sistema transformado é
-3

1 9
Ctrb(A,b)= {0 0 0| , rank(Ctrb(A b)) =1
0 0 0

e a fun¢do de transferéncia é
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Exemplo 1

Exemplo 1.16

Considere o sistema

0 1 1 2 0

. -2 -3 -1 =3 1

v_0 0 0 1v+0x,y_[1234]v
0 0o -12 7 0

Os autovalores da matriz do sistema sdo —1, —2, 3 e 4 (matriz bloco triangular).
Note que o sistema estd na forma da decomposicdo candnica controlavel, com os
estados controldveis v; e v» (associados aos autovalores —1 e —2) e os ndo
controlaveis v3 e v4. Os modos n3o controldveis sdo 3 e 4, autovalores da

submatriz
0 1
—-12 7

A matriz de controlabilidade (rank 2) é dada por
0o 1 -3 7

Ctrb(A,b):(l) _03 g _;5
0 0 0 0
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Exemplo 1I

e a de observabilidade, de rank igual a 4, por

1 2 3 4

-4 -5 —49 27
10 11 —323 147
—-22 —-23 1765 693

Obsv(A,c) =

indicando que o sistema é observavel. A fun¢do de transferéncia, que depende
apenas da parte controlavel e observével, é

2s+1
5243542
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Controlabilidade e Forma de Jordan

Propriedade 15 (Controlabilidade e Forma de Jordan)

Um sistema linear invariante no tempo com uma tnica entrada (A, b) é
controlavel se e somente se sua forma de Jordan possuir apenas um bloco de
Jordan associado a cada autovalor e todo elemento de b correspondente a tltima
linha de cada bloco de Jordan for diferente de 0.
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Exemplo

Exemplo 1.17

Considere o sistema
. |0 0 by
[ gl
cuja matriz de controlabilidade é dada por

Ctrb(A, b) = {bl Gbl}

by ob

O sistema possui dois blocos de Jordan de tamanho 1 associados ao autovalor o.
Note que o sistema é nao controlavel para quaisquer by, b e 0. Por outro lado,

o sistema
. |0 1 by
=[5 o+l
é tal que
by 0Obi+ b
Ctrb(A,b):{b; clrbz } , det (Ctrb(A, b)) = —b3

indicando que o sistema é controldvel se e somente se by # 0.
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Observabilidade e Forma de Jordan

Propriedade 16 (Observabilidade e Forma de Jordan)

Um sistema linear invariante no tempo com uma tnica saida (A,c) € observavel
se e somente se sua forma de Jordan possuir apenas um bloco de Jordan
associado a cada autovalor e todo elemento de c correspondente a primeira
coluna de cada bloco de Jordan for diferente de 0.

| A\

Exemplo 1.18

Retomando o Examplo 1.17, com a matriz de saida c = [c; ], tem-se

A:{U 0} = Obsv(A,c):{Cl 2
o oci 0

0 } , det (Obsv(A,c)) =0

indicando que o sistema n3o é observavel. Por outro lado,

A:{U 1} = Obsv(A,c):{cl &
g gcy c1+0c

0 } , det (Obsv(A,c)) = ¢}

é observavel se e somente se ¢ # 0.

A\
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