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Solugao da equacao homogenea |

Considere a equagdo de estado

v=Av , v(0)=weR" (1)

Equagdes homogéneas com estrutura triangular podem ser resolvidas de forma
recorrente, componente a componente.

Exemplo 1.1 (Sistema de segunda ordem em cascata)

Considere a equagdo diferencial

D(p)=p(p+1)y=0 ; y(0)=0, y(0)=1

A escolha das varidveis de estado vi =y, vo = y produz a representagao de
estado na forma matricial

2ol

Note que trata-se de um sistema triangular, isto é, um sistema em cascata
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Solugao da equacao homogeénea 11

Vi =W N Vo =—w = Vl(O)IO, V2(0)=1

cuja solugdo é dada por

w(t) =exp(—t) , pvi=exp(—t) = wvi(t)=—exp(—t)+a=1—exp(—t)
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Equacao Caracteristica da matriz A

Definicdo 1 (Equagdo Caracteristica da matriz A)

A equagdo polinomial de grau n

A(A) =det(Al—A)=0

€ denominada equacdo caracteristica associada a matriz A. Qualquer A raiz da
equagdo caracteristica € autovalor da matriz A, e portanto satisfaz

Av=Av, v#0

sendo v € C" um autovetor da matriz A associado ao autovalor A.
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Laplace

Aplicando a transformada unilateral de Laplace a equagdo homogénea (1), tem-se
(a transformada de uma matriz é a transformada de cada um dos seus elementos)

v=Av , v(0)=weR" =
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Aplicando a transformada unilateral de Laplace a equagdo homogénea (1), tem-se
(a transformada de uma matriz é a transformada de cada um dos seus elementos)

v=Av , v(0)=weR" = ZL{V}=sL{v}-w=AZ%{v}

e, portanto,

V(s)=Z{v}=(sl fA)_lvo eC" = v(t)= Z_I{V(s)}
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Exemplo I

Considere novamente o sistema do Exemplo 1.1

- 2o

Portanto,

(sl=A) = {(5) 5111}1

A inversa de uma matriz é igual a matriz adjunta (transposta da cofatora)
dividida pelo determinante.
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Exemplo I

Considere novamente o sistema do Exemplo 1.1

- 2o

Portanto,

(sl=A) = {(5) 5111}1

A inversa de uma matriz é igual a matriz adjunta (transposta da cofatora)
dividida pelo determinante.

det(sl—A) =s(s+1) Adj(5|7A):{5+1 0}/

1 S

Il
—
0]
o +
[y
0
—
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Exemplo II

_ 1 s+1 1
(s —A) t= s(s+1) [ 0 5}
Portanto,
— “17 |1 1—exp(—t)
2 - =[5 o0
= 20] =2 - o= [ oot
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Série de poténcias — exp(At) I

Considere a equagdo homogénea

v=Av , v(0)=w€eR"
Supondo que a solugdo v(t) possa ser escrita em série de poténcias, tem-se

o +eo
i)=Y Wtk = v= > kveth "l vo=w
K=0 o

sendo Vj € R" os vetores da expansdo em série (a determinar).

Substituindo na equacg3o e igualando os termos da série de poténcia, tem-se

1 1
vi=Avyy, 2w =Av; = V2=§A2VO , 33 =Awn, = V3=§A3V0

1
kv =Avi_1 = Vv = FAkVO

e portanto
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Série de poténcias — exp(At) II

sendo A? = (por construcio).

Como a série de Taylor! da fung3o exp(At) é dada por

+0o A k
exp(At) = Ftk
k=0 "
define-se (por analogia)
_ Ak k nxn
exp(At)= 5 —t° €R
& K!

Portanto, a solu¢do da equa¢do homogénea (1) é dada por

v(t) = exp(At)vg

1Brook Taylor, matematico inglés (1685-1731).
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Propriedade

Propriedade 1

exp(At)u(t) = £ {(sI- A) 1}
pois a solugdo v(t), para t >0, é dada por

v(t) = exp(At)vo = 2 H(sI— A) v

para qualquer vy.

Propriedade 2 (Derivada de exp(At))

% exp(At) = Aexp(At) = exp(At)A

+0 Ak +00 Ak +00 Ak
() (55 ) (52
t\&o ¥ = K=o X
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Propriedade I

Propriedade 3

exp (A(t1+ t2)) = exp(Aty) exp(At2) = exp(Atz) exp(Aty)

pois, por um lado

exp(A(t1+t2)) = § ﬂ(tlthz)m* Jrzm ﬂ g ( m )tlrtm_r

- - 2
< m! = m! =) r

e, por outro lado,

+00
exp(Atl)eXP(AtZ Z)itl Z t2 = Z Z) k+" rl k!

Agrupando os termos cujos expoentes somam k+r =m, com m=0,1,

tem-se
40 m m—r
AM tl ty

exp(Aty) exp(Aty) = z z A (m=r)l
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Propriedade II

e, portanto,

+0o Am m
exp(At1) exp(Atp) = Z — Z}( m >t1rt£"7r
=

|
m=o0 M r
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Propriedade I

Propriedade 4

A matriz exp(At) € n3o singular para qualquer matriz A e para todo t, com
inversa dada por

(exp(At)) ! = exp(—At)

pois, fazendo-se t; =t e tp = —t, pela Propriedade 3 tem-se

exp(At) exp(—At) = exp(A0) =/
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Propriedade II

Propriedade 5

exp(At)exp(Bt) = exp(Bt)exp(At) =exp ((A+B)t) <« AB=BA

pois
(A+B)>=(A+B)(A+B)=A?+ AB+BA+ B =
=A2412AB+B2=A2+2BA+B?2 <= AB=BA

A expansdo binomial de Newton?® aplica-se a matrizes apenas quando o produto
das matrizes comuta, o que normalmente no ocorre.

AB = BA, por exemplo, quando B = exp(At) ou quando A e B sio diagonais.

aSir Isaac Newton, inglés (1643-1727).
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Cayley-Hamilton I

Propriedade 6

Toda matriz A satisfaz sua equagdo caracteristica, isto €,

det(AI—A)=AA)=0 = A(A)=0

Prova:

Considere a matriz Adj(Al— A) (matriz adjunta formada pelos determinantes
obtidos ao retirar-se de (Al —A) uma linha e uma coluna), com elementos cuja
maior poténcia em A é A""L. Assim, pode-se escrever

Adj(Al=A) =B, 1A" 1 4+ B, 2A" 2 4+ ... 4+ Bi1A + By

sendo B;, i =0,...,n—1 matrizes (n x n) constantes (isto é, independentes de A)

a determinar. Usando a identidade

(A= A)Adj(Al — A) = det(Al — A)l

e substituindo o lado esquerdo, tem-se

(Al=A)(Br 1A 1+ B, oA 2 4 ... £ BiA + By) = det(Al — A)l
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Cayley-Hamilton II

Bn—l)‘n""(Bn—Z _ABn—l))‘ n71+(Bn—3_ABn—2)A n72_~_. : '+(BO_ABl)A —ABy =
det(Al—A)l

Usando a equagao caracteristica do lado direito, tem-se
By A" +(Bp2—ABy 1)A" 1+ (B, 3—AB, 2)A"2 4.+ (By—AB1)A —ABy =

=AM+ ap 1 A" 4 4 ar AL+ ol

Igualando os coeficientes de mesma poténcia em A

Bp1 = |
Bp2—AB,_1 = dp-1l
Bh3—AB, 2 = da,2l

Bo—AB; = ajl
—-ABy = agl
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Cayley-Hamilton III

Multiplicando a primeira equacio por A", a segunda por A""!, e assim por
diante, e somando, do lado direito tem-se A(A). Assim,
(A"Bp 1—A"Bn 1)+ (A" 1By 2= A" 1By 2)+ (A" ?By 3— A" 2B, 3)+ -

+(A2B; — A2B;) + (ABy — ABp) =0

Como conclusdo, A(A) =0.

Resolucdo de Equacdes de Estado 1A888 - Anilise de Sinais e de Sistemas Lineares



Exemplo

Exemplo 1.3

Considere a matriz

cujo polindmio caracteristico é dado por

A(A) =det(Al—A) =A(A +1)

Computando o polindmio (matricial)

sn-nsen= 3](8 46 9B ¢

observa-se que a matriz A satisfaz sua equagdo caracteristica.
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Exemplo

Exemplo 1.4

Considere a matriz

cuja equacgdo caracteristica é

AA)=A%2-25A+1=0 = A 1=25-)

A matriz B dada por

25 -1
B=25l-A=
1 0
é igual a inversa de A, o que é uma conseqiiéncia de A(A) = 0.
: v
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Briot-Ruffini |

Nota: para polindmios x(t) e y(t) # 0, tem-se

x(1) _ ) r
yn ~ 9O+ Ty = X0 =alty(e)+ (D)

Propriedade 7 (Briot-Ruffini)

Se A € raiz da equacdo caracteristica A(A) =0, entdo
exp(At) Z px(t 3)

pois, para um polindmio A(A) de grau n, tem-se

exp(At) = q(A,t)A(A)+r(A,t)

com r(A,t) (polindmio resto) dado por

n—1
H=3 p(t)A*
k=0
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Briot-Ruffini 11

Note que exp(At) é polinomial, podendo ser obtida pela expansio em série de
Taylor.

Além disso, para A raiz da equagdo caracteristica A(A) =0, tem-se

n—1
exp(At) =r(A,t) = Z pr(t)AK
k=0

As fun¢des pk(t) podem ser obtidas pela resolu¢do de um sistema linear de
equagdes resultante da aplicagdo da equacdo (3) nas raizes distintas de A(A)=0
e, no caso de raizes com multiplicidade maior do que 1, utilizando-se também as
derivadas (em relagdo a A) da equagio.
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Funcao de matriz quadrada

Propriedade 8 (Fun¢do de matriz quadrada)

Seja f(A) uma funcdo polinomial e A(A) um polinémio de grau n em A. Ent3o,

n—1
F(A) = aMAN)+ 3 pir*
k=0

Para A autovalor de A, A(A) =0 e, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,

A(A)=0 = f(A):nfpkAk
k=0

Note que, para matrizes bloco-diagonais com submatrizes quadradas,

A=diag(A1,...,A)) = f(A)=diag(f(A1),....f(Ar))
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Exemplo

Exemplo 1.5

A fungdo A0 para

0 1

pode ser computada pela Propriedade 8 a partir do Teorema de Cayley-Hamilton.

A=|:1 2:| =, )\1:A2=1

AA)=0 = A0=py+pA, 10A°=p;

po=-9 , pp=10 = A10:79I+10A:{1 20}

0 1
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Propriedade

Propriedade 9

Considere a matriz A € R™" e sua equacdo caracteristica A(A) =0. Entdo

exp(At) = q(A, t)A(A)+r(A, t) = r(A,t) Z pk(t)A

pois, pelo Teorema de Cayley-Hamilton, A(A) = 0.
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Exemplo I

Exemplo 1.6

Considere novamente o sistema do Exemplo 1.1

- 2o

Usando a Propriedade 7 (Briot-Ruffini), tem-se

exp(At) = po(t) +p1(t)A
para A =0 e A = —1 (autovalores de A), resultando em

exp(0t) =1 = po(£) +P1(£)0 , exp(—t) = po(t)—p1(t) = po(t) =1, pu(t) = 1—exp(—t)

Do Teorema de Cayley-Hamilton e da Propriedade 9, obtém-se

exp(At) = po(t)l + pr()A =
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Exemplo II

- [(1) ﬂ +(L—exp(—t)) {8 j1} - B 1;??’5;)”}

Impondo a condi¢do inicial, tem-se

v(t) = exp(At)v(0) = F gxix(‘f;)t)}
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Exemplo I

Considere novamente o sistema

A:{_zl ﬂ L AM=-3,A=3, v(o):H

Os coeficientes do polindmio r(A,t) sdo obtidos das condigdes

exp(—3t) = po(t) —3p1(t) , exp(3t)=po(t)+3pi(t)

resultando em

po(t) = 5 (exp(3) +exp(-30)) . 1 (1) = ¢ (xp(3t) ~ exp(-30))

Portanto,

v(t) = exp(At)v(0) = (po(t)I+p1(t)A)v(0)
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Exemplo I

V() = 1 {exp(3t)+2exp(—3t) 2exp(3t)—2exp(—3t)} {3} _
3 | exp(3t) —exp(—3t)  2exp(3t)+exp(—3t) | |0

_ |exp(3t) +2exp(—3t)

| exp(3t) —exp(—3t)
Para uma discussdo sobre aspectos numéricos do célculo de exp(At),
recomenda-se

@ C. Moler and C. Van Loan. Nineteen dubious ways to compute the
exponential of a matrix. SIAM Review, 20(4):801-836, October 1978.

@ C. Moler and C. Van Loan. Nineteen dubious ways to compute the
exponential of a matrix, twenty-five years later. SIAM Review, 45(1):3-49,
March 2003.

Resolucdo de Equacdes de Estado 1A888 - Anilise de Sinais e de Sistemas Lineares



Similaridade

Considere a equacdo de estado

v=Av , v(0)=weR"

Definindo a mudanca de varidveis (T n3o singular)

v=T0 = Ti=ATV = ¢=A0; A=T1AT,A=TAT!
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Similaridade e autovalores

Propriedade 10 (Similaridade e autovalores)

Transformagdes de similaridade preservam os autovalores, pois
det(A—Al) =det(T AT —AT 1 T)=det(A—Al)

Escolhas apropriadas da transforma¢do T podem levar a representacdes A
diagonal ou triangular, dependendo da estrutura de autovalores e autovetores da
matriz A.

Propriedade 11 (Fung3o de matriz similar)

A=TAT ! = f(A)=TFA)T!

pois, pelo Teorema de Cayley-Hamilton,

n—1 n—1 n—1
FA) =Y oA =S o (TAT ) (TAT ) =T § p AT T = TF(A)T !
k=0 k=0 k=0

k vezes

ot

Resolucdo de Equacdes de Estado 1A888 - Anilise de Sinais e de Sistemas Lineares 30/99



Exponencial de transformacao de similaridade

Propriedade 12 (Exponencial de transformagdo de similaridade)

Para qualquer matriz quadrada T n&o singular, tem-se

A=TAT 1 = exp(At) = Texp(At)T 1

Prova: a mudanca de varidveis v = TV aplicada ao sistema v = Av, resulta em

>

v=TV=ATV = U=A0; A=T AT
v(t) = exp(At)v(0) = To = Texp(At) T 1v(0) , Vv(0)

Note que esta propriedade é um caso particular da Propriedade 11 para
f(A) = exp(At).
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Exponencial de matriz diagonal

Propriedade 13 (Exponencial de matriz diagonal)

Para uma matriz N = diag(A1,...,An) (diagonal), tem-se

exp(At) = diag(exp(A1t),...,exp(Ant))

pois

v=~Av = v(t) =exp(Axt)vk(0)

v(t) = diag(exp(A1t),...,exp(Ant))v(0)
Como a solugdo de v = Av € dada por

v(t) = exp(At)v(0)

tem-se

v(t) = exp(At)v(0) = diag(exp(A1t),...,exp(Ant))v(0) , Vv(0)
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Matrizes diagonalizaveis

Propriedade 14 (Matrizes diagonalizaveis)

Se uma matriz A € R™" possui n autovetores linearmente independentes, a
transformacdo Q construida com os autovetores (colunas) resulta em

AQ=QA = A=Q 'AQ=A=diag(,....An)

sendo Aj, i=1,...,n os autovalores de A, pois
A O -~ 0
0 Ay -~ O
Algr @ - anl=[a1 g - aqn :
0 0 An

Note que os autovalores ndo precisam ser distintos.
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Autovalores distintos

Propriedade 15 (Autovalores distintos)

Os autovetores associados a autovalores distintos de uma matriz A sdo
linearmente independentes. Portanto, a matriz Q composta dos autovetores
diagonaliza a matriz pela transformacdo de similaridade Q~1AQ.
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Exemplo I

Exemplo 1.8 (Autovalores distintos)

Considere novamente a equagdo de estado homogénea do Exemplo ??

\'/:Av:|:_21 ﬂv, V(O):m

Os autovalores da matriz A s3o obtidos da solu¢do da equacdo caracteristica

A+l 4

A()\):det()\l—A)zdet{72 N1

}:(/\+1)(/\—1)—8:0 = M=-3,1=3

e os autovetores podem ser determinados pela equagdo

(a-cama=o . [5 i@ =0 =+ a=[®]-[2]

q21 q21

(A-3)q2 =0 , {’24 _42} B;ﬂ =0 = q= {Z;ﬂ = H
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Exemplo II

Observe que os autovetores definem uma dire¢do no espago (e ndo um
comprimento nem um sentido) e s3o linearmente independentes.

A transformacio de similaridade resulta em uma matriz diagonal
A _ 11 -1][-1 4|[2 1 -3 0
— 1 I —
O T s | P | = R Pl

A matriz A é diagonalizavel, com a transformag¢do v = Qv dada por

vV=A0v , 9(0)=Q lv(0)= H

s o1 11 —1][-1 4][2 1] _[-3 ©
S I | Eai KR P

Observe que a representacdo na varidvel ¥ é um sistema desacoplado com duas
equacgdes de primeira ordem. Resolvendo, tem-se

com
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Exemplo III

Ao\ |exp(—=3t) 2 1], [2exp(—3t)+exp(3t)
V(t)*{efp(&)} = V(t)*{q 1}”*{_exi(—3t)+exi(3t)

O mesmo resultado poderia ser obtido a partir da equacdo diferencial de segunda
ordem em vi (ou em vp)

(PP=9)vi =0 ; w(0)=3, »(0)=-3

Resolugdo de Equagdes de Estado
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Exemplo — Autovalores complexo-conjugados I

Exemplo 1.9 (Autovalores complexo-conjugados)

Considere o sistema na forma companheira

(8 ovo- ]

cuja equagdo caracterista é A(A) =A% —2A +2, com autovalores A} = 1+,
Ao=1—j.

Como os autovalores s3o distintos, os autovetores associados s3o linearmente
independentes e, portanto, a forma de Jordan é diagonal. De fato,
1
1+

(A= (1+)Na =0 , [—:f 1 an}zo _ qFW
aooma=o . [0 L][G]=e = s (3]= 0L

1-j| 921 q21
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Exemplo — Autovalores complexo-conjugados 11

1+j 0
0 1—j

>
I
9
-
>
D
|
N =
[ ——
—= =
I+
. <
<,
—_
|
I\_)O
N =
_
L—
=
+ =
[
—
| =
[
—_
I

Neste caso, tanto a forma de Jordan diagonal quanto os autovetores sdo
complexos (os autovalores e os correspondentes autovetores formam pares
complexo-conjugados). Uma alternativa a forma diagonal, que também explicita
os autovalores, é dada por exemplo pela transformagdo de similaridade

S = [Re(q1) Im(qz)]IE PJ’
[ LA A

A matriz A apresenta na diagonal principal a parte real dos autovalores e, na
outra diagonal, a parte imagindria, e é chamada de forma modal.

Para obter a solugdo, tem-se

exp(At) = po(t)l+p1(t)A
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Exemplo — Autovalores complexo-conjugados 111

exp((L+/)t) =po+p1(1+])), exp((1—j)t)=po+p1(l—))
Subtraindo e somando as duas equac¢des acima
2jp1 =exp((1+)t) —exp((1—J)t), 2(po+p1) =exp((1+))t) +exp((1—))t)

obtém-se

p1 = exp(t)sen(t), po=exp(t)(cos(t)—sen(t))
exp(At) = {Po+p1 -p1 } _ oxp(t ){cos(t) —sen(t):l

o 0o+ p1 sen(t)  cos(t)
7(0) = S 1v(0) = H . 9(t) = exp(At)7(0) = exp(t) [g;’:giﬂ

e, finalmente,

v(t) = Sv(t) = exp(t) { cos(t) }

cos(t) —sen(t)
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Forma modal

Propriedade 16 (Forma modal)

a B x a—jp 0 X
{/3 a}ER”’ { 0 a+j/3}€c22

sdo similares, pois
a-jB 0 _ a —Bl\_
det(/\lf{ . a+jﬁ}>fdet<}\lf{ﬁ aD*(A’O’)zﬂﬂ

A matriz

As matrizes

P o

estd na forma modal.

Resolucdo de Equacdes de Estado 1A888 - Anilise de Sinais e de Sistemas Lineares 41/99



Exemplo

Exemplo 1.10

Os autovalores da matriz

1 -1 0 0 O
1 1 0 0 O
0o 0 2 -2 0
0o 0 2 2 0
0o 0 0 0 3

sdo 1+, 2+2j e 3, pois os autovalores de uma matriz diagonal por blocos sdo os
autovalores de cada bloco.

Note que a forma modal (bloco diagonal) é uma alternativa nas transformagdes
de similaridade que n3o requer a manipulagdo de nliimeros complexos.
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Multiplicidade geométrica

Definicdo 2 (Multiplicidade geométrica)

A multiplicidade geométrica do autovalor A € igual ao nimero de autovetores
linearmente independentes associados a A, isto €, € igual & dimens3o do espaco
nulo de A—Al.
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Exemplo I

Exemplo 1.11 (Autovalores iguais e autovetores linearmente independentes)

Considere a matriz

-1 0 1
A=1|0 -1 2
0 0 3
Os autovalores sdo A3 = Ap = —1 e A3 = 3. Note que nas matrizes triangulares,

isto é, todos os elementos abaixo (ou acima) da diagonal principal sdo nulos, os
autovalores sdo os elementos da diagonal principal.

Para o autovalor igual a —1, tem-se a equacgdo que define os autovetores

0 0 1| |a
(A—(-Dl)g=1{0 0 2| |B|=0 = y=0
0 0 4| |y
Note que null(A+1) = 2. Por exemplo, os autovetores associados a Ay = Ay = —1

sdo
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Exemplo II

-4 0 1] [q13 1
0 -4 2] g3 = q3=|2
0 0 O0f |g33 4

Observe que a Propriedade 15 apresenta uma condicdo suficiente para a
existéncia de autovetores linearmente independentes. Neste exemplo, o autovalor
—1 possui multiplicidade algébrica igual a dois e foi possivel determinar dois
autovetores linearmente independentes associados. Portanto, a multiplicidade
geométrica do autovalor também é igual a dois.

Note que a multiplicidade geométrica do autovalor —1 é definida pela dimens3o
do espaco nulo de A—(—1)I, neste exemplo igual a dois.
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Exemplo III

Portanto, por constru¢go,
-1 0

o] .4 0
A=QlAQ=|0 -1 O_ZO 4 2|10
3 0 0

O sistema v = Av, v(0) tem como solucdo

v(t) = exp(At)v(0) = Qexp(At)Q 1v(0)

exp(—t) 0 —0.25exp(—t) +0.25exp(3t)
= 0 exp(—t)  —0.5exp(—t)+0.5exp(3t) | v(0)
0 0 exp(3t)
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Exemplo — Sistema de segunda ordem nao diagonalizavel

Exemplo 1.12 (Sistema de segunda ordem n3o diagonalizavel)

Considere a matriz A e seus autovalores

-3 4
A=|:_1 1:| = )\1:A2=—1

A matriz A tem apenas um autovetor associado ao autovalor —1, dado por

= Y0 = o=z =[]

Portanto, o autovalor —1 tem multiplicidade algébrica igual a dois (pois é raiz
dupla) e multiplicidade geométrica unitéria.

Assim, a matriz A nao é diagonalizavel, porém é possivel encontrar uma
transformagdo que leva a matriz a uma forma triangular quase diagonal A.
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Bloco de Jordan de ordem k

Definicdo 3 (Bloco de Jordan de ordem k)

Um bloco de Jordan de ordem k é uma matriz quadrada (triangular superior) de
dimens3o k, denotada J,, com seu tnico autovalor de multiplicidade k na
diagonal, uns na primeira subdiagonal superior e zeros nas demais.

Por exemplo,

A1 1 0
A0 =] )= A},Je,m)g b=

o O o >
o o >+
o > M= O
> = O o

ou apenas J1, b, J3 e Jy.
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Exemplo — Célculo de exp(Jzt)

Exemplo 1.13 (Calculo de exp(J2t))

Considere o bloco de Jordan de segunda ordem

o 1
b= |:0 0:| 9 /\1—A270'

exp(At) = po(t) +Api(t) =  exp(at)=po(t)+api(t)

di/\exp(At)]A _=tep(at)=pi(t) = pot)=exp(at)(1-0t)

(A1) = P01+ pr()A = exp(o) ]
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Exemplo — Célculo de exp(Jat)

Exemplo 1.14 (Calculo de exp(Jst))

Considere o bloco de Jordan de quarta ordem

g 1 0 O
0 o 1 O
%“=10 0 o 1
0 0 0 o
Note que o polindmio caracteristico é dado por A(A) = (A — d)* e que 0 também

é raiz das derivadas (até a terceira ordem) de A(A). Portanto,

r(A,t) Z E()(A —o)k que resulta em
1 dk k
&(t)= 1 oreen)], =1 ep(ot)
1t t?/2 t3/3
. 01 t t?)2
exp(At) = exp(o't) 00 1 :
0 0 0 1
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Funcao de bloco de Jordan I

Propriedade 17 (Fung3o de bloco de Jordan)

Considere um bloco de Jordan de ordem k e uma fungdo f(A) diferencidvel k —1
vezes. Entao,

FA) FA) FA)2t - FEDQ)/(k—1)!

0 f(A f(A e FREDN) /(K —2)!
o= (: ) (: ) ) ( ?/( )

o o 0 F(N) s

sendo 0 o autovalor do bloco de Jordan.

Prova:
Pela Propriedade 7 (Briot-Ruffini)

1 d
Aaai ™,

k—1 )
)=y &M -0) = &=
i=0
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Bloco de Jordan na forma modal

Propriedade 18 (Bloco de Jordan na forma modal)

As matrizes

a - 1 O a—jp 1 0 0

B a 0 1 4x4 0 a—jB 0 0 4x4
0o 0 a -pg|F - 0 o a+jg 1 |€C

0 0 B a 0 0 0  a+jB

sdo similares, pois os autovalores de uma matriz bloco triangular sdo os
autovalores dos blocos da diagonal.

Note que a forma modal de Jordan é uma alternativa que nio requer a
manipulagdo de nidmeros complexos.
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Exemplo

Exemplo 1.15

Considere a matriz A na forma modal de Jordan

1 -1 1 O
1 1 0 1
A= 0 0 1 -1
0 0 1 1

Ent3o,

cos(t) —sen(t) tcos(t) —tsen(t)

sen(t) cos(t) tsen(t) tcos(t)
0 0 cos(t)  —sen(t)
0 0 sen(t) cos(t)

exp(At) = exp(t)
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Propriedade

Propriedade 19

Considere a matriz de dimensdo k dada por
M= (J—Al)
com A autovalor de Ji.. Entdo

@ O rank da matriz M é k—1, implicando que a dimensdo do espaco nulo de
M €1 e, portanto, o autovalor A tem multiplicidade geométrica igual a um
e apenas um autovetor associado.

® O rank da matriz M é k—1i, i=0,...,k. Portanto, a dimens3o do espaco
nulo de M' aumenta com i até i = k, com Mk =o0.
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Forma de Jordan I

Propriedade 20 (Forma de Jordan)

Qualquer matriz A € R"™" pode ser colocada na forma de Jordan por meio de
uma transformagdo de similaridade.

Se A possuir n autovetores linearmente independentes, a forma de Jordan é
diagonal e a matriz de transformagcdo @ é composta pelos autovetores.

Se A possui r < n autovetores linearmente independentes, sua forma de Jordan é
diagonal por blocos com r blocos de Jordan.

Em outras palavras, para A qualquer, existe Q n3o singular tal que

A= Q1AQ = diag(Jk,, Jkys -+, k)
com os blocos Ji., i=1,...,r na forma de Jordan (ndo necessariamente

diagonais).

A forma de Jordan de uma matriz A é dnica (a menos de permutacdes dos
blocos).
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Forma de Jordan II

Por simplicidade, considere uma matriz A € R"*" com um autovalor A de
multiplicidade algébrica igual a n. O procedimento para a obtengdo da forma de
Jordan segue os seguintes passos.

@ Compute
M= (A-Al)

e a dimens3o r do espaco nulo de M. O nimero de blocos de Jordan é igual
a r e a soma dos tamanhos de cada um dos blocos é igual a n. Note que r
é a multiplicidade geométrica de A, ou seja, o niimero de autovetores
linearmente independentes associados a A.

@ A dimens3o do maior bloco é igual ao menor k tal que
MKk =0
@ O ndmero de blocos de dimensdo i, 1 < i<k é igual a

rank(M'~1) — 2rank(M') + rank(M'*1)
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Exemplo — Forma de Jordan diag(J3, J;) I

Exemplo 1.16 (Forma de Jordan diag(J3,J1))

Considere a matriz

4 1 0 -1
|2 5 2 1 PV
A= 0 1 4 —1 , det(Al—A)=(A—4)
-2 1 2 3
Computando M', tem-se
0 1 0 -1
2 1 -2 -
M=(A-4l)= 0 1 0 -1 , rank(M)=2 |
-2 1 2 -1
4 0 -4 0
2 4 0 -4 0 2\ 3
M = 4 0 -4 o ° rank(M°)=1 , M>=0
4 0 -4 0
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Exemplo — Forma de Jordan diag(J3, J;) 11

Portanto, a forma de Jordan possui 2 blocos (pois a dimens3o do espago nulo de
M é dois) e o maior bloco tem dimensio 3 (pois M3 =0 e M? #0). Como
conseqiiéncia, o outro bloco é de tamanho 1. A forma de Jordan é dada por

b Y

Il
o O o BH
oo
o~ O
S~ O O O
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Exemplo — Forma de Jordan diag(Jp, J1,J1) 1

Exemplo 1.17 (Forma de Jordan diag(J>,J1,J1))

Considere a matriz

5 1 0 -1
|04 0 O e 5L
A= 00 4 0 , det(Al—A)=(A—4)
1 1 0 3
Computando M', tem-se
11 0 -1
_ |00 0 O . 2
M=(A-4l)= 000 0 , rank(M)=1 , M=0
11 0 -1
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Exemplo — Forma de Jordan diag(Jy, Ji,J1) 11

Portanto, a forma de Jordan possui 3 blocos (pois a dimens3o do espago nulo de
M é trés) sendo um de tamanho dois e dois de tamanho um. De fato, M2 =0
comprova que o maior bloco é de dimensdo 2. A forma de Jordan é dada por

h S
o O o BH
o O
o b~ OO
S~ O O O
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Exemplo — Forma de Jordan diag(Jz, J2) 1

Exemplo 1.18 (Forma de Jordan diag(Jz,J>))

Considere a matriz

51 2 -1
|0 4 -2 0 N
A= 00 4 0 , det(Al—A)= (A —4)
1 1 0 3
Computando M', tem-se
11 2 -1
. |0 0 -2 0 _ 2
M=(A-4l)= 00 0 o0 , rank(M)=2 , M“=0
11 0 -1
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Exemplo — Forma de Jordan diag(Jz, o) 11

Portanto, a forma de Jordan possui 2 blocos (pois a dimens3o do espago nulo de
M é dois) sendo o maior de tamanho dois e, como conseqiiéncia, o outro também
tem tamanho dois. A forma de Jordan é dada por

o OO PN
oo s~
o s~ OO
&~ = OO
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Exemplo — Forma de Jordan diag(Js) 1

Exemplo 1.19 (Forma de Jordan diag(Js))

Considere a matriz

0 1 0 o0
|10 0 1 0 PPV
A= 0 0 0 1 , det(Al—A)=(A—2)
—-16 32 -24 8
Computando M’ tem-se
-2 1 0 0 4 —4 1 0
_ /0 -2 1 0 B > | 0 4 -4 1
M=(A=4)=1 o o o p| enkM=3, M=\ 1o 3 20 4"
—-16 32 —-24 6 —64 112 —-64 12
-8 12 -6 1
s |-16 24 —12 2 3 4
M> = 3> a8 _oa 4 , rank(M*)=1, M*=0
—64 96 —48 8

Resolucdo de Equacdes de Estado 1A888 - Anilise de Sinais e de Sistemas Lineares



Exemplo — Forma de Jordan diag(Js) II

A forma de Jordan, obtida no cdlculo de M, pois o espaco nulo tem dimens3o
um, é dada por

h Y

=y

ocooonN
OO N+
o N+~ O
N = O O
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Forma de Jordan — procedimento para autovalores distintos I

Propriedade 21 (Forma de Jordan — procedimento para autovalores distintos)

Considere uma matriz A € R™". O procedimento para a obtencdo da forma de
Jordan, baseado na dimens3o dos espagos nulos de M, = A— Al, denotado por

V(M,) = n—rank(M,)

segue os seguintes passos.

@ Para cada autovalor A com multiplicidade algébrica n), compute
M, = (A=Al)

e a dimensdo ry, do espa¢o nulo de M,. O nimero de blocos de Jordan
associados a A € igual a ry, e a soma dos tamanhos de cada um dos blocos é
igual a ny. Note que ry, é a multiplicidade geométrica de A, ou seja, o
nimero de autovetores linearmente independentes associados a A,

1 S 9} S ny.
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Forma de Jordan — procedimento para autovalores distintos II

@ A dimens3o do maior bloco é igual ao menor k tal que
k
V(M)\) = ny

que é denominado k;. Note que V(M) = n, para Vk > ky.

@ O numero de blocos de dimens3o i, 1 <i < k), é determinado a partir da
dimens&o do espa¢o nulo das matrizes M) . Assim, o niimero de blocos de
dimensdo i, 1 < < k) pode ser determinado por

2v(Mi) — V(M)"\_l) - V(M/’ﬁl)

@ A forma de Jordan A é a matriz bloco diagonal composta pelos blocos de
Jordan de cada autovalor.
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Exemplo I

Exemplo 1.20

Considere a matriz

0 1 0 0
o 0o 1 o0 NP
A=1o o o 1| o deth-A=0-2°0-1)
-8 20 -18 7

Para A =2 (que tem multiplicidade algébrica 3), tem-se

-2 1 0 0

0o -2 1 0 .
My = 0 0 o 1 v(Mp)=4-3=1

-8 20 -18 5
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Exemplo I

Computando Mé', tem-se

4 4 1 0
2 0 4 —4 1 2\ _ 4o _
Mi=|_g 20 —14 3| » VIM)=4-2=2,
24 52 34 7
-8 12 6 1
-8 12 —6 1
M= ¢ 15 6 1| » vIM)=4-1=3
-8 12 6 1

Note que 3 é o maior valor possivel para a dimens3o do espago nulo de /\/lé‘, isto
é, a multiplicidade geométrica de A =2 é no maximo igual a multiplicidade
algébrica. De fato, v(M§) =3, Vk > 3.

Como o valor de dimens3o de espaco nulo igual a 3 foi atingido para i = 3, tem-se
que h3 apenas um bloco de Jordan associado ao autovalor A = 2. De fato,

i=1 = 2v(M2)—v(M3)—v(M3)=2-0-2=0
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Exemplo III

i=2 = 2v(M3)-v(M3)-v(M3)=4-1-3=0
i=3 = 2u(M3)—v(M3)-v(M3)=6-2-3=1

ou seja, n3o hd blocos de tamanhos 1 e 2 associados ao autovalor A = 2.

Note que na expressdo envolvendo os ranks deveria ser feita uma correcdo na
férmula devido a presenca de autovalores distintos.

Calculando My, tem-se

-1 1 0 0
0o -1 1 0

M; = 0 0 11 v(M)=4-3=1
-8 20 -18 6

e portanto hd apenas um bloco de Jordan (de tamanho 1) associado ao autovalor
A =1. De fato,

1 2 1 o0
o 1 -2 1

Mi=|g 20 _17 5| V(M)=4-3=1
—40 92 —70 18
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Exemplo IV

A forma de Jordan é dada por

A=diag(J3(2), 4 (1)) =

OO ON
OO N+
OoON = O
= O O O
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Transformagao de similaridade para a forma de Jordan

Propriedade 22 (Transformag¢&o de similaridade para a forma de Jordan)

A transformacdo de similaridade Q (n3o singular) que produz a forma de Jordan
pode ser obtida do sistema linear de equagées

AQ = Qdiag(Jkl 9 Jk2 §o00 7Jk,)
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Cadeia de autovetores generalizados I

Definicdo 4 (Cadeia de autovetores generalizados)

A transformacdo de similaridade que leva a forma de Jordan é composta, para
cada bloco de Jordan de ordem k, de uma cadeia de k vetores linearmente
independentes, sendo o primeiro um autovetor e os demais autovetores
generalizados.

Por exemplo, para o primeiro bloco (tamanho k = 4, autovalor A), tem-se

A[vl Vo v3 V4]=[V1 Vo v3 V4]J4:[V1 v o3 V4]

o O o

o O >
o> M=k O
> = OO0

Avi=Avi , A =vi+Av , As=w+Avz, Au=wv3+Avs

com v; autovetor (ou autovetor generalizado de ordem 1). A cadeia de 4
autovetores generalizados é dada por {vi,v2,v3,va}, sendo vo um autovetor
generalizado de ordem 2, vz um autovetor generalizado de ordem 3 e v4 um
autovetor generalizado de ordem 4.
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Cadeia de autovetores generalizados 11

Note que um autovetor generalizado nao € invariante com a multiplicagao por
escalar, mas a cadeia de autovetores associada a um bloco de Jordan é invariante
com a multiplicagdo por escalar.

O célculo da matriz de transformacgdo de similaridade Q passa pela determinagdo
da forma de Jordan, que pressupde precisdo na determinagdo dos autovalores.
Como conseqiiéncia, trata-se de um método n3o robusto numericamente. No
Matlab, o comando [Q,Ah]=Jordan(A) retorna a matriz de transformagdo @ e a
forma de Jordan A.
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Exemplo I

Exemplo 1.21

A matriz de transformacgdo de similaridade @ do Exemplo 1.16 pode ser calculada
pelo seguinte procedimento.
o 1 0 -1 a
2 1 -2 -1 b
M= (A-4l)= 0 1 0 -1 ,Mvi =M c =0 =
-2 1 2 -1 d
b—d = 0
2a+b—2c—d = 0 /
b—d — 0 = v = [a b a b]
—2a+b+2c—d = 0

Note que com a escolha de a e b pode-se determinar uma base (de dimens3o 2)
para o espaco nulo de M, o que estd de acordo com o fato de que a forma de
Jordan possui dois blocos. A escolha de a e b é feita a partir das demais equacdes
da cadeia de autovetores generalizados.
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Exemplo I

Assim, vi e v» devem satisfazer

f_
2e+f—2g—
f_

L T W

Mwn=v = M

oL T

h
h
h =
h

>0 w0

b —2e+f+2g—

Isto é, v1 pertence ao espaco nulo e ao range de M. Para que exista vo, tem-se
a = b e portanto

vi=[a a a a]/ , w=le f e f—a]/

Note que, se a # b, n3o existe v», a cadeia associada tem tamanho 1 e o
autovetor associado ao bloco J; pode ser escolhido como

1 0 1 0

Os autovetores generalizados vo e v3 devem satisfazer

p e g—s = e
Mus=vy = M q| _ f N 2p+q—2r—s = f

r e g—s = e

s f—a —2p+q+2r—s = f—a
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Exemplo III

Portanto,
vlz[a a a a]/,v2:[e et+a/2 e 673/2]/,V3:[p g p—a/4 qfe]/

Note que n3o existe um v4 tal que

t p u—x = p
. uf q 2t4+u—-2v—x = gq
Mvy=v3 = M vl = |p—a/4 = u—x = p-—a/4
X g—e —2t+u+2v—x = gqg-—e

pois a # 0. Assim, a cadeia é dada por
vi=[4 4 4 4 , wn=0 2 0 -2, =0 0 -1 0

e a matriz Q é

4 0 0 1
4 2 0 O
Q= 4 0 -1 1
4 -2 0 O
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Exemplo I

Exemplo 1.22

Para o cilculo da matriz de transformac&o de similaridade @ do Exemplo 1.19,
tem-se
—2 1 0 o0 a
0 —2 1 0 b
M=(A-2l)= 0 0 o 1| Mvi =M c =0 =
—-16 32 -24 6 d
b—2a = 0
c—2b = 0 /
d—2 = 0 = v = [a 2a 4a 83]
—16a+32b—24c+6d = 0

Como a dimens3o do espaco nulo de M é um, v; é o (nico autovetor e a forma
de Jordan tem um tnico bloco Js. Escolhendo a =1,

n=[1 2 4 g
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Exemplo I

tem-se
e 1 e
_ fl_12 | 2e+1
MVZ—V]_ = M g = la , W de+4
h 8 8e+12
Escolhendo e =0,
w=[0 1 4 12
tem-se
P 0 P
_ q| _ |1 2p
MV3—V2 = M =1 a , VW 4P+1
s 12 8p+6
Escolhendo p =0, ,
=0 0 1 6]
tem-se
t 0 t
u 0 2t
MV4=V3 = M y = 1 , V4= 4t
X 6 8t+1
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Exemplo III

Escolhendo t =0,
w=[0 0 0 1]

Assim,
1 0 0 O
2 1 0 0
Q= 4 4 1 0
8 12 6 1
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Exemplo I

Exemplo 1.23

Para calcular a matriz @ do Exemplo 1.17, tem-se

110 -1 a
M=(a-ay=[0 o o o|  Ma=m l=0 = atb-d=0
110 -1 d

= vlz[a b ¢ a+b]/

Como a dimens3o do espaco nulo de M é trés, s3o trés blocos de Jordan.
Portanto um dos blocos é de tamanho 2 e os outros dois s3o de tamanho 1. De
fato, M2 = 0. Assim, v; e v devem satisfazer

e a e+f—h = a

f b 0 = b
Mwn=v = M g = = 0 = ¢

h a+b e+f—h = a+b
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Exemplo I

resultando em
vi=1[a 0 0 a]/ , w=[e f g e—&—f—a]/

Assim, Q pode ser escolhido

[ e =

o O o
= O = O
o= oo
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Exemplo I

Exemplo 1.24

Calculando @ do Exemplo 1.18, tem-se
1 1 2 -1 a
0 0 -2 0 b
M=(A-4l)= 00 o0 0 , Mvi=M c =0 =
1 1 0 -1 d
at+b+2c—d = 0
~2c = 0 = wvi=[a b 0 a+b]
at+b—d = 0

o

Como a dimens3o do espaco nulo de M é dois, sdo dois blocos de Jordan. Como
M?2 =0, s3o dois blocos de tamanho dois. Assim, v; e v devem satisfazer

? b e+f+2g—h = a
Mwn=vi = M g = 0 = —2g = b
h atb e+f—h = a+b
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Exemplo I

resultando em
vi=[a b 0 a+b] , w=[e f —b/2 et+f-a-b]

Assim, Q pode ser escolhido

1 0 0 O
0o 0 2 0
Q= 0 0 0 -1
1 -1 2 =2
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Exemplo — Nao robustez da forma de Jordan nao diagonal I

Exemplo 1.25 (N&o robustez da forma de Jordan ndo diagonal)

1 &2
A=
0 1
Note que A é praticamente diagonal, em func3o da precisdo numérica utilizada.
Os autovalores sdo A = Ay = A =1 (matriz triangular) e

Considere 0 < € < 1 e a matriz

0 ¢€?

M:(A—M):[O o

} L M2=0, My=0 = vlzm

implicando que a forma de Jordan é do tipo J» (ndo diagonal). Escolhendo

1 c
vy = |:0:| s MV2 =V = W= |:8_2:|

Escolhendo ¢ =0, tem-se

1o 4 1 o0
o=l ] o=l A
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Exemplo — Nao robustez da forma de Jordan nao diagonal 11

e, conferindo,

_ 1 0olf1 €71 o 11
JZZQlAQ:{o 52} {0 elHo 5*2}:{0 1}
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Exemplo — Nao robustez da forma de Jordan diagonal I

Exemplo 1.26 (N&o robustez da forma de Jordan diagonal)

Considere 0 < € < 1 e a matriz

Note que A é praticamente n3o diagonal, em fun¢3o da precisdo numérica
utilizada. Os autovalores s3o A1 =1+¢&, Ap =1—¢ e a forma de Jordan é

diagonal. Assim,
e 1 1
m=(a-aran=[F L] M=o = w=[2]=[}

e 1 a 1
MZI(A—(].—E)I): |:£2 E:| s Movy =0 = w= {—Ea} = |:—E:|
e, portanto,
11 IR b Y-
|: :| ’ Q B 05 |:1 7£_I:|

£ —€
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Exemplo — Nao robustez da forma de Jordan diagonal 11

Conferindo,

Y S [ R

1 —¢ e 1| |e -¢ 0 1-¢

A forma de Jordan facilita a descricdo de equagdes de estado que possuem modos
préprios especificados.
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Exemplo

Exemplo 1.27

Para escolher matrizes A, c e vy tais que o sistema
v=Av , y=cv , v(0)=w

produza a saida y(t) = 3t? exp(—2t), pode-se utilizar a forma de Jordan.
Necessariamente, a matriz A deve possuir o autovalor —2 com multiplicidade
algébrica 3 e multiplicidade geométrica 1, ou seja, a forma de Jordan deve conter
o bloco

-2 1 0 1 t t2/2
=0 -2 1| = exp(Jst)=exp(—2t)[0 1 ¢t
0 0o -2 0 0 1

Portanto, uma possivel solugdo é dada por
A=J3,w=[0 0 1] = v(t)=exp(-2t)[t3/2 t 1]

= c= [6 0 0] Note que outras matrizes, inclusive de dimensdes maiores,
poderiam ser usadas para gerar o mesmo sinal y(t). A op¢3o apresentada é a de
menor dimens3o.
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Exemplo

Exemplo 1.28

A escolha de A, c e vy para que o sistema

v=Av , y=cv , v(0)=w

produza a saida y(t) = 5exp(3t) + 8texp(—2t) implica em

-2 1 0 exp(—2t) texp(—2t) 0
A=|0 -2 0| = exp(At)= 0 exp(—2t) 0
0 0 3 0 0 exp(3t)
0
c=[1 0 1] = w=|8
5
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Solugao da equacao nao homogénea

Considere as equag¢es de estado e de saida do sistema SISO

v=Av+bx , v(0)=vw , y=cv+dx (4)
Aplicando a transformada de Laplace, tem-se

sV(s)—wo =AV(s)+bX(s) , Y(s)=cV(s)+dX(s)
sendo V(s) = Z{v(t)}, X(s)=ZL{x(t)} e Y(s) =ZL{y(t)}.

Portanto,

Y(s) = c(sl—A) tvo + (c(sl — A) "L b+ d) X(s)

A fungdo de transferéncia é dada por (vg = 0)

Y(s)

= c(sl— -1
X (sl—A) 1b+d

H(s) =
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Exemplo I

Exemplo 1.29

Considere o sistema dado por

Computando (sl —A)~1 por Cayley-Hamilton, tem-se

(sl = A) " = po(s)I+pi(s)A
com po(s) e pi(s) obtidos das equagdes

(s+1) ' =po(s)—pi(s) . (s+2)7" =po(s)—2p(s)

2 1 543 (oL _ 1 _ 1
Ts+1l s+2 0 (s+1)(s+2) P1 Ts+1 s+2 7 (s+1)(s+2)

po(s)
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Exemplo I

- _1: 1 s+3 1
(s1=4) (s+1)(s+2)[—2 s}

Para a entrada X(s) = 1/s (degrau unitdrio), tem-se

s243s
Y(s)=c(sl —A) " (vo+ bX(s)) = [1 0](sl —A)! L}S} = ﬁ

1/2 1 -1/2
Y(s) =+
(s) S +s+1 s+2
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Convolugao

Considere novamente o sistema SISO (4) cuja equag3o de estado é dada por

v=Av+bx , v(0)=w
Multiplicando ambos os lados por exp(—At) e reagrupando, tem-se
. d
exp(—At)V —exp(—At)Av = s (exp(—At)v) = exp(—At)bx

Integrando de 0 a t, tem-se
t 00
exp(—AV(t) = w0 = [ exp(~AB)bX(B)AB = [ exp(~AB)bx(B)u(t— B)d

Multiplicando por exp(At) e considerando x(t) = x(t)u(t), tem-se

v(t) = exp(At)vo+ (exp(At)u(t)) = (bx(t)u(t))
———

ven(t) Vein(t)
Observe as contribuicdes isoladas devido a entrada e devido a condic3o inicial.
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Exemplo I

Exemplo 1.30

Considere o sistema

cujos autovalores sdo —1 e —2. Computando exp(At) por Cayley-Hamilton,
tem-se

exp(At) = po(t)l+p1(t)A
com po(t) e p1(t) obtidos das equagdes

exp(—t) = po(t) —p1(t) , exp(—2t) = po(t) —2p1(t)

= po(t) =2exp(—t) —exp(-2t) , pi(t) = exp(—t) —exp(-2t)
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Exemplo I

2exp(—t) —exp(—2t) exp(—t) —exp(—2t) }

ep(Ar) = L2exp(_t)+2€xp(—2t) —exp(—t) +2exp(—2t)

A resposta a entrada nula ven(t) é dada por

ven(t) = exp(At)vy = 2exp(—t) — exp(—2t) }

—2exp(—t)+2exp(—2t)

e a resposta a condicdo inicial nula v, (t) para x(t) = u(t) (degrau unitario) é

Vein(8) = (exp(A)u(t)) = (bu(t)) = (exp(At)bu(t)) * u(t) =

:({ exp(—t) —exp(—2t) }u(t))*u(t):{0.5—exp(—t)+0.5exp(—2t)

—exp(—t)+2exp(—2t) exp(—t) — exp(—2t)

A solu¢io v(t) é dada por
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Exemplo III

0.5+ exp(—t) — 0.5exp(—2t)

—exp(—t) +exp(—2t) u(t)

v(t) = ven(t) + v (t) =

Em termos da saida y(t), tem-se

y = (0.5+exp(—t) — 0.5exp(—2t)) u(t)
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Sistema homogeéneo aumentado

Considere novamente o sistema SISO cuja equagdo de estado é dada por
v=Av+bx , v(0)=w , y=cv+dx
sendo x(t) solu¢do da equagdo de estado homogénea
V=Av, v(0)=7 , x=¢cv

A solugdo v(t) do sistema original ndo homogéneo pode ser obtida a partir da
solucdo do sistema homogéneo dado por

v=Av | V(O):[_} . y=2¢v

com
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Exemplo I

Considere o sistema dado por

v=0v, v(0)=1, x=cv=1v
Assim,
B 0 1 0
exp(At)=exp| [-2 -3 1|t
0 0 o0
2exp(—t) —exp(—2t) exp(—t) —exp(—2t)  —exp(—t)+0.5exp(—2t)+0.5
= [2exp(—2t) —2exp(—t) —exp(—t)+2exp(—2t) exp(—t) —exp(—2t)
0 0 1
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Exemplo I

1
y(t)=[1 0 O]exp(/z\t) 0| =exp(—t)—0.5exp(—2t)+0.5
1
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