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Amostragem de Sinais Continuos

Teorema 1 (Amostragem)

Um sinal, limitado em freqiiéncia, pode ser representado com erro nulo por
amostras igualmente espacadas de intervalo T < (2B)~1, sendo B a mdxima
freqiiéncia da transformada de Fourier do sinal.

Antes da demonstragdo do teorema, alguns resultados preliminares sdo
necessarios.
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Ortogonalidade I

Propriedade 1

As fungbes sampling sdo ortogonais.

Prova:
Considere as fun¢des sampling ¢, (t) dadas por

Bu(t) =Sa(“2(t-kT)) . com wo:Z—T"

mostradas na Figura 1.
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Ortogonalidade II

-4 2 0 2 4 t/T

Figura: Fungdes sampling Sa(ao(t —kT)/2) para k = —3,—-1,1,3.
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Ortogonalidade II1

Como as fungdes @y (t) sdo reais, o produto escalar é dado por
oo
It :/ o(Dd()dt ., kel inteiros

e = FLOOOO ,_ o = 5 Z A0} <7 (81(0)}

w=0
Note que

X(@)xv(©)|,_ = /j:ox(w)Y(—w)dw,
Pp(w) = F{Pi(t)} = TGy (w)exp(—jwkT)

pois
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Ortogonalidade IV

Portanto,

1 =
he =5 / TGy (@) exp(—jkT) TGay (— ) exp(jol T) do =

®y(w) ®y(-w)
1 e/ ,
_ETT /7%/2 exp(—jw(k—0)T)dw
Iy — T k=1¢
k= 0 ;  k#/

Observe que as fun¢des @4 (t) sdo ortogonais e de mesma norma.
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Interpolagao I

Teorema 2 (Amostragem (interpolag3o))

Se x(t) é tal que

1
F(B}=X(@) , X(@)=0,|0|>2mB e 0<T<

entdo

x(t) = +z°° x(kT)Sa(%(t—kT))  w=2T

k=—00

Prova:
Considere a projecdo de x(t) na base formada pelas fun¢cdes sampling

+oo T

(0= 3 () du(t)=5a(“D(t-kT)) . com %:27

Como as funcdes @y (t) sdo ortogonais, os coeficientes 0y sdo dados por
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Interpolacao 11

x(t)pu(t) > e
ax = W T/ (t)Pi(t)dt

S X(@)« FOOY = ar [ X(B)TGu(~B)exp(iBKT)dB

=

a, =

1 [ftw/2 )
g = ﬁ/fwoﬂ X(w)exp(jwkT)dw

Note que se X(w) =0 para | w| > 21B (limitado em freqiiéncia) e, supondo-se
que o intervalo de amostras é tal que
2nB < W _ T = T< :
2 T 2B
os limites de integracdo podem ser estendidos para —o e 4

L /W X(w)exp(jwkT)dw = x(kT)

a, =
K= on)-

e, portanto,
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Interpolagao I11

o0
)=y x(kT)Sa(%(t— kT))

k=—o00

Observe que ax = x(kT), ou seja, os coeficientes da expansio em série sdo os
valores das amostras de x(t) nos instantes kT, desde que x(t) tenha
transformada limitada em freqiiéncia.
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emplo 1

Considere o sinal x(t) =1, limitado em freqiiéncia para qualquer B > 0.

Se o intervalo de amostragem for T =1, ou seja, wy = 27, as fun¢des Sa(7Tt — k)
formam uma base para qualquer sinal de faixa B < 0.5.

A Figura 2 mostra a aproxima¢do de x(t) por um nimero limitado de amostras,
isto é, uma e trés amostras, e a Figura 3 para cinco e sete amostras. Note que o
intervalo de validade da aproximac¢do aumenta (e que o erro dentro desse
intervalo diminui) com o ndmero de amostras.
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Exemplo 1I

Figura: Sinal x(t) =1 aproximado por um (acima) e trés (abaixo) termos

de Sa(m(t—kT)).
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Exemplo III

15

0.51

Figura: Sinal x(t) =1 aproximado por cinco (acima) e sete (abaixo) termos

de Sa(m(t—kT)).
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Exemplo 1.2
Considere o sinal
m
x(t) = sen(at)

com freqiiéncia Wmax = 27TB = 0.57T e portanto B = 0.25. Amostrando o sinal
com intervalo de amostragem T =1, tem-se as amostras

sen(ky)  k=0,%1,%2,...

A Figura 4 mostra a aproxima¢do de x(t) por duas e quatro amostras e a
Figura 5 mostra o sinal e a aproximagdo com seis termos.
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Figura: Sinal sen(0.571t) aproximado por duas (acima) e quatro (abaixo)

amostras.
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Exemplo III

Figura: Sinal sen(0.571t) (abaixo) e sua aproximagdo por seis amostras
(acima).
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Amostragem por impulsos I

Teorema 3 (Amostragem (por impulsos))
Considere um sinal x(t) limitado em freqiiéncia, isto é

1
F{x(t)} =X(w) , X(w)=0, |w|>21B e 0<T<@

Ent3o, x(t) pode ser recuperado a partir do sinal x,(t) dado por

xa(t) = +z°° x(kT)3(t — kT)

k=—o00
por meio de um filtro linear passa-baixas ideal de faixa wy dado por
H(jw) = TGuy, ()
Prova:
O sinal x5(t) pode ser escrito como
~+o00
xa(t) = x(t) z O(t—kT)
k=—00
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Amostragem por impulsos 11

chamado de amostragem ideal, resultando em X,(w) dado por

1 o
Xo(@) = F {xa(t)} = ﬁX(w)*ﬁ{ kz 5(t—kT)} -

x 2"+m5k L X(w— k
(wTZwabTZ(wwo)

A func¢do X,(w) é mostrada na Figura 6 para ap/2 > 21B (acima) e para

p/2 < 2nB (abaixo). Note que se ayp/2 for menor do que a méaxima freqiiéncia
angular 2mB da transformada de Fourier do sinal x(t), ha superposicio (aliasing)
dos espectros em X;(w).
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Amostragem por impulsos 111

wo
Figura: Fungdo X,(w) para an/2 > 2mB (acima) e para wy/2 < 2B
(abaixo).
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Amostragem por impulsos IV

Para X(w) limitado em freqiiéncia e ay adequado (/2 > 27B), o sinal x(t)
pode ser recuperado pela filtragem de X;(w), isto é, multiplicando a expressdo de
Xa(w) de ambos os lados por TGy, (w), tem-se

X(w) = Xa(w) TGy (w)
A correspondente expressdo temporal é dada por

o0
X(0) = xa(t) 7 TG (@)} = {x() § o(t=kT)}+Sa( )

resultando em

00
)=y x(kT)Sa(%(t— kT))

k=—o00

Observe que, calculando x(t) nos pontos t = mT, m € Z, tem-se
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Amostragem por impulsos V

o0
_ Wy . o [0, m#k
x(mT) = _wa(kT)Sa(j(m—k) T) ; Sa(j(m—k) T) = { Lok
e portanto a contribuicdo das demais amostras no instante t = mT é sempre
nula, pois trata-se de uma interpolagao.
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Exemplo — Interpolacao Linear I

Exemplo 1.3 (Interpolagdo Linear)
Considere um conjunto de pontos x(kT) e a fungdo sampling aproximada

2n

Saa(%t):TriQT(t) ==

mostrada na Figura 7, junto com a fungdo sampling, para T = 1.

IA888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares 21/29

Amostragem de Sinais Continuos



Linear II

05 I I I I I

Figura: Sa(7t) (tracejada) e Triz(t) (continua).
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Exemplo — Interpolacao Linear II1

A interpolagdo

xpi() = Zx(kT)Saa (%(t— k7))

resulta na soma de segmentos de retas e requer um célculo bem mais simples do
que a interpolagdo baseada no Teorema da amostragem, dada por

O Zx(kT)Sa(%(t— kT))

Observe que xT,;(t) corresponde a unido dos pontos x(kT) por segmentos de
reta (interpolagdo linear). A Figura 8 mostra a interpolacdo linear e a Figura 9
mostra a interpolagdo construida com fun¢bes sampling a partir das amostras
com T =0.25 da fungio

x(t) = sen(t) +sen(7Tt) + sen(271t)

cuja maxima freqiiéncia é B =1 Hz e, portanto, satisfazendo a condi¢3do do
teorema da amostragem T < (2B)~!. Na Figura 9, as maiores discrepancias
ocorrem nas bordas, devido a n3o utilizacdo de amostras fora do intervalo
mostrado.
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Exemplo — Interpolacao Linear IV

Figura: sen(t)+ sen(t) +sen(21t) (tracejada) e interpolagdo linear
(continua).
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Exemplo — Interpolagao Linear V

Figura: sen(t)+ sen(7tt) +sen(2t) (tracejada) e interpolacdo com a
fun¢do sampling (continua).
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Amostragem por impulsos aproximados I

Teorema 4 (Amostragem (por impulsos aproximados))

Considere um sinal x(t) limitado em freqiiéncia, isto é

1
F{x(t)} =X(w) , X(w)=0, |w|>21B e 0<T<£

Ent&o, x(t) pode ser recuperado a partir do sinal x,(t) dado por

el = +z°° x(t)%GA(t—kT)  0<A<T

k=—o00

por meio de um filtro linear passa-baixas ideal de faixa wy dado por
H(jw) = TGuy, ()
Prova: Note que x,(t) é construido com x(t) variando no intervalo 0 < A< T, e

n3o fixo em x(kT) como no caso da amostragem ideal. O sinal x5(t) pode ser
escrito como
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Amostragem por impulsos aproximados 11

xa(t) = x(t) Z %GA(t) «O(t—kT)

resultando em

Xo(w) = %Tx(w) *9{ Z % Ga(t)*8(t— kT)}

?{ Z %GA(t)*5(t— kT)} - 9{%GA(t)*Zé(t—kT)} -

:Sa(%w)%%é(m—kwo) = abZSa(%kwo)é(w—kab)

Xo(@) = %X(w) * ZSa(%kwo)é(w— ko) =
%X(m)—k%kngSa(%kab)X(w—kab)
e portanto X(w) = TGy, (w)Xa(w)
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Amostragem por pulsos I

Propriedade 2 (Amostragem (por pulsos))
Considere um sinal x(t) limitado em freqiiéncia, isto é

1
F{x(t)} =X(w) , X(w)=0, |w>2nmB e 0< T<@

Entdo, x(t) pode ser recuperado a partir do sinal xp(t) dado por

o0
xp(t)= 3 x(KT)p(t=KT)

k=—o0
sendo p(t) um pulso com transformada de Fourier P(w), por meio de um filtro
linear passa-baixas de faixa wy dado por
TGy (@)

UL = ")

Prova:
O sinal xp(t) pode ser escrito como
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Amostragem por pulsos 11

o0
Xp(t):kz x(kT)p(t)*&(t — kT) = p(t)*xa(t)
com B
00
xa(t) = 2 x(kT)o(t—kT)
k:—OO
resultando em
Xo(6) = POX(6) « X(@)=F 3 X(o-ka)
Portanto,
x(@) = Tl x, (@)
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