|IA888- Analise de Sinais e de Sistemas
Lineares
Transformada de Fourier de Sinais Continuos

Prof. Ricardo C.L.F. Oliveira

Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagdo
Universidade Estadual de Campinas

2° Semestre 2014

Transformada de Fourier de Sinais Continuos IA888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares



Transformada de Fourier de Sinais Continuos I

A série de Fourier é adequada para a descricido de um sinal em um intervalo de
tempo T, ou para sinais periddicos de periodo T.

t) kaot) | [t < - e ay= 2T e ke t)dt
x(2) k_z_mckexpum,\k;ewo—T, =3/, o0k

A transformada de Fourier descreve apropriadamente sinais periédicos ou ndo
periédicos (pulsos), como ilustrado na Figura 1.
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Transformada de Fourier de Sinais Continuos 11

Figura : Sinal x(t) descrito em um intervalo (—T/2,T/2).
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Transformada de Fourier de Sinais Continuos 111

Retomando a express3o para a série exponencial de Fourier, com Aw=2m/T e
Xk = Tcg, tem-se

1 +T/2

1
X(O=7 3 Xeew(kdar) ; [tI<T/2 . xk:/ , M(ew(—kawn)de
-T)2

Definindo a fun¢do X(w), tal que X(kAw) = Xy, tem-se

~+o0 +T/2
X(t):%_[ Z X(kAw)exp(jkAwt)Aw X(kAoo):/T/2 x(t)exp(—jkAwt)dt
k=—00

Fazendo T — 4+ = Aw — 0, tem-se

x(t) = %T/_ZWX(w)eprwt)dw , X(w):/_—:ox(t)exp(—jwt)dt
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Transformada de Fourier

Definigdo 1 (Transformada de Fourier)

~+o00
X(w) = F{x(t)} = [ _ x()exp(—jeor)dr

x(t) = Z X (w)} = %T/jX(w) exp(jt)dw

Propriedade 1 (Condicdes suficientes para a existéncia da transformada de

Fourier)

As condi¢ées suficientes sdo as mesmas que as da série de Fourier, estendidas
para o intervalo infinito de integracdo. Por exemplo, sinais de energia (isto &,
sinais quadraticamente integraveis).

Entretanto, a transformada de Fourier serda também aplicada a outras classes de
sinais, como por exemplo os sinais de poténcia (ex. sinais senoidais).
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Propriedade

Propriedade 2

A transformada de Fourier € linear, ou seja

Flax(t) +a(t)} = a1.7 {xi(t)} + 2.7 {x(t)}

\

Propriedade 3 (Valor na origem)

~+o0 1 +oo

Fix()}=X(@) = X(0)= / x(8)dt . x(0)

=— X
— 21T J - (@)l

Observagdo: se as fungdes forem descontinuas em 0, as integrais produzem o
valor médio.

\
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Exemplo — Exponencial Complexa

Exemplo 1.1 (Exponencial Complexa)

A transformada de Fourier de

x(t) = exp(—at)u(t) , Re(a)>0

é dada por
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Exemplo — Exponencial Complexa

Exemplo 1.1 (Exponencial Complexa)

A transformada de Fourier de

x(t) = exp(—at)u(t) , Re(a)>0

é dada por
F{exp(—at)u(t)} = jwl—&— a
pois
+o0 +o0
X(w) = /700 exp(—at)u(t)exp(—jwt)dt :/0 exp (—(jw+a)t)dt =

_ =1
T jw+a

exp(—(_jo.H— a)t)
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Exemplo — Exponencial Complexa

Note que, da definicio de transformada de Laplace, tem-se

f{exp(—at)u(t)}:i , Re(s+a)>0

ou seja, a transformada de Fourier de x(t) = exp(—at)u(t) tem a mesma forma
da transformada de Laplace, trocando-se s por jw. Note ainda que, se Re(a) <0,
a transformada de Fourier n3o existe. Entretanto, a transformada de Laplace
existe com um dominio que n3o contém s = jw

Pela Propriedade 3, tem-se

X(0) = /+°°x(t)dt — /+°° exp(—at)u(t)dt = %1exp(—at) Zw _ é

—00 —o00
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Propriedade

Propriedade 4

Para x(t) real, o médulo de X(w) é uma fung¢do par e a fase é impar, ou seja

| X(w) = X(-w) |

} = X(—w)=X"(w)
ZX(w) = —4LX(—w)

Prova:

o
X(w) = / x(t) exp(—jwt)dt = A(w) — jB(w)

+oo +oo
Alw) = /_ _ x(t)cos(@n)dt (par) , B(w) = / _ x(t)sen(wr)de (impar)

| X(~0) |= \/A2(~ ) + B2(~w) = \/A2(w) + B2(w) =| X(w) |  (par)
ZX(—w) = arctan —Bzw) = arctan B(w) = —arctan —B(w) =—4X(w) (imp3

A(-w) A(w) A(w)

~
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Exemplo — Exponencial real I

Exemplo 1.2 (Exponencial real)

A transformada de Fourier de

x(t) =exp(—at)u(t) , a>0 a real
é dada por
1 1
Jw+a (w? + a?)

confirmando a Propriedade 4 (sinais reais tém mdédulo par e fase impar).

F{exp(—at)u(t)} = exp (—jarctan(w/a))

ot

Note que x(t) = exp(—at)u(t) é descontinua em t =0 e o valor da transformada
inversa em t =0 é x(0) = 0.5 (valor médio na descontinuidade), pois

o] oo 1 1 +e 2
271x(0) = _ dw:/ - dw:/ — —dw=
<(0) /700 Jjw+a 0 <—Jw+a+1w+a> 0 W?+a?
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Exemplo — Exponencial real 11

2 00 1 00 1 '+7T/2
S QS A S AT
alo (w/a)y*+1 0 w+1 0

dtan(0)

w:tan(e) =4 m

=db

Teorema 1 (Parseval)

Se x(t) € um sinal de energia, entdo

te 2 Lot 2 -
/ | x(2)| dt:ﬁ/ | X(w)?dw  Energia

Prova:

2”/;“0 ‘X(t)‘zdfz277/“0><(1“)X*(t“)dt:/Jroox(t)/Jroo X*(w)exp(—jwt)dwdt

—o00 —o00 —o00

2mx*(t)

Transformada de Fourier de Sinais Continuos IA888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares



Exemplo — Exponencial real 111

:/_:mX*(o.))/:ooox(t)exp(—jwt)dtdw:/_:ooX*( w)dw= / w)|%de

X(w)
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Densidade espectral de energia I

Definicdo 2 (Densidade espectral de energia)

A densidade espectral de um sinal de energia x(t) cuja transformada é
X(w) =7 {x(t)} € dada por

1 2
E_[|X(w)|

-

Exemplo 1.3

Retomando o Exemplo 1.2, ilustrado na Figura 2 para a =1, tem-se que x(t) é
um sinal de energia, pois

oo ) +eo 1
Energia :/ |x(t)|“dt :/ exp(—2at)u(t)dt = ~% exp(—2at)
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Densidade espectral de energia II

4 2 0 2 4

t

Figura : Sinal x(t) = exp(—t)u(t).
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Densidade espectral de energia I11

A densidade espectral de energia é dada por

1 2 1/ 1
X0 P = 3 ()

ilustrada na Figura 3 para a=1.
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Densidade espectral de energia IV

0
w
Figura : Densidade espectral de energia de x(t) = exp(—t)u(t).

IA888 - Andlise de Sinais e de Sistemas Lineares
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Densidade espectral de energia V

O Teorema de Parseval é verificado, pois

Energia = %T/j:o (—a2iw2) dw= 2—71Taarctan (g) ‘j: = 2_71Ta (g— (—?)) = 2_1a

Uma avaliagcdo da distribuicdo da drea sob a curva da Figura 3 pode ser obtida a
partir do indice

{rea de —k a +k
j = 2reade —ka+k Iy = 0.87, o= 0.94, lsg = 0.98
area total
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Reversao no tempo

Propriedade 5 (Reversio no tempo)

Fix(=t)} = X(-w)

pois
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Reversao no tempo

Propriedade 5 (Reversio no tempo)

Fix(=t)} = X(-w)

pois

Fi-0) = [ x(-t)ew(—jot)dt = | x(B)estion)dp

oo +eo
— [ x(Brew (~i(-w)B)dB= [ x(t)exp(~i(~w)t)dt=X(~0)

00
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Exemplo 1

Exemplo 1.4

! Re(a) > 0= Z {exp(at)u(—t)} = _ ; Re(a) >

f}{exp(—at)u(t)}:m 3 e

A Figura 4 mostra o sinal x(t) = exp(t)u(—t).
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Exemplo 1I

15

~ol

Figura : Sinal x(t) = exp(t)u(—t).
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Exemplo III

A densidade espectral de energia é dada por

1 , 1 1
— | X(w) |"=—=( 55—
2m ()| 2m (32+a>2)
que é também a densidade espectral de x(—
Figura 3.

t) = exp(—t)u(t), mostrada na
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Funcao real e par I

Propriedade 6 (Func3o real e par)

A transformada de Fourier de um sinal real e par x(t) é um sinal X(w) real e par,
pois

+o0 +0o0 ~+0oo
/ x(t) exp(—jot)dt = / x(t) cos(wt)dt — j /_ _ x(t)sen(wr)de

—o00 —00

=0

o

Exemplo 1.5

Considere o sinal x(t) dado por

x(t) =exp(—a]| t|) = exp(—at)u(t) +exp(at)u(—-t) , a>0
mostrado na Figura 5 para a=1, cuja transformada de Fourier é

1 1 2a

X(,) = =
(@) jw—|—a+—jw+a w? + a2
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Funcao real e par

05 I I I I I

Figura : Sinal x(t) = exp(—|t]).
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Funcao real e par III

Note que X(w) é uma fun¢do real e par, pois x(t) é real e par.

A densidade espectral de energia, mostrada na Figura 6 para a=1, é

1 2 1 2, 22
I X(w)2= = |2
27T| ()] 2n‘ a/(a” +w?)|
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Funcao real e par IV

0
w

Figura : Espectro de energia do sinal x(t) = exp(—|t|).
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Funcao real e par V

Observe que a densidade espectral cai com w*, enquanto que nos exemplos 1.2
e 1.4 o decaimento ocorre com w?. Esse comportamento em freqiiéncia estd
relacionado a presenca ou n3o de descontinuidades nos sinais.

O espalhamento em freqiiéncia do espectro pode ser avaliado pelo indice /i
definido no Exemplo 1.2, resultando neste caso em

I5=0.99 ; ho=1.00

confirmando que a energia estd mais concentrada do que nos caso dos sinais com
descontinuidade.

A integral de x(t) é 2/a, o que é confirmado pelo valor de

X(0) = /Wx(t)dt: 2

—0o0 a

e a integral de X(w) é igual a 271, o que é confirmado por

1 [+
X(O):ET » X(w)dw=1
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Simetria

Propriedade 7 (Simetria)
F{x(t)}=X(w) & F{X(t)}=2nx(—w)

pois

x(t) = / X(w)exp(jwt)dw = 27x(t) / X(B)exp(jBt)dp

om(-w)= [ X(Bew(-jwB)dB =

2x( =) = /_erX(t)exp(—jwt)dt — Z{X(t)}
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Exemplo

Exemplo 1.6

A transformada de Fourier de

1
1412

x(t)

é dada por

X(w) = mexp(—|w|)

pois, pela Propriedade 7 (simetria), tem-se

f}{%exp(—|t|)}:1+;w2 o f;{ﬁ}znexp(—k‘ﬂ)

Note que x(t) e X(w) sdo ambas fun¢des reais e pares
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Exemplo 1

Exemplo 1.7

A transformada de Fourier da fun¢io gate
x(£) = Gr(t) = u(t+ T/2) - u(t — T/2)
mostrada na Figura 7, é dada por

F{Gr(t)} = TSa(wT/2) , Sa(wT/2)=%
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Exemplo 1I

Gr(t)

2
Figura : Funcdo gate Gr(t).

T T t
2
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Exemplo III

pois

oo +T/2
F{Gr()} = /_m Gr(t) exp(—jwt)dt = /_m exp(—jwt)dt —

R T<sen(o.)T/2)

T > = TSa(wT/2)

= L exp(—jot)
Jjw -T)2

Note que o primeiro cruzamento de Sa(w/2) com o eixo das abscissas ocorre em
21/ T. Portanto, quanto mais estreito for o pulso no tempo, mais espalhado sera
seu espectro em @ e vice-versa.

A func3o Sa(w/2) é mostrada na Figura 8, e a densidade espectral de energia
(multiplicada por 27) é mostrada na Figura 9.
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Exemplo IV

=30 -20 -10 10 20 30

0
w

Figura : Fungdo Sa(w/2) (sampling).
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Exemplo V

5 10 15 20

Figura : |X(w)[? = Sa%(w/2).
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Note que os indices de espalhamento em freqiiéncia do espectro, neste caso,
dados por

br=0.90; I47=0.95; Iz =0.97

sdo similares aos do sinal do Exemplo 1.2, que também possui descontinuidade.
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Exemplo

F{Salet/2)} = o Gun()

pois
1
9{ EGg(t)} = Sa(wa /2)
e, pela Propriedade 7 (simetria),

F{Sa(ta/2)} = %nGa(—w)

Note que a transformada de Fourier da fungdo sampling, que n3o é limitada no
tempo, é uma fungdo gate, ou seja, é limitada em freqiiéncia.
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Transformada de Fourier da funcao impulso

Propriedade 8 (Transformada de Fourier da funcio impulso)
00
FL5(t)) = / () exp(—joot)dt = 1
Observe que d(t) ndo é um sinal de energia e portanto o Teorema de Parseval
ndo se aplica.

Note também que a fungcdo impulso poderia ser calculada como a transformada
inversa de 1, ou seja

5(t)= Z {1} = — /jooexp(ja)t)dw
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Sinais de poténcia

Defini¢cdao 3 (Sinais de poténcia)

Um sinal x(t) € de poténcia finita se

. + /2 2d
im T/ t)|“dt < 40

Por exemplo, x1(t) =sen(t) é um sinal de poténcia, e o sinal x(t) = Gy(t) é um

sinal de energia, pois
400 1
/ \x(t)\th:/ dt=2< 4
_oo —1

Exemplo 1.9

A transformada de Fourier do sinal x(t) =1 é dada por

F{1} = 2m(—w) = 21md(w)
pela Propriedade 7 (simetria).
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Exemplo 1

Exemplo 1.10

A transformada de Fourier de
sinal(t) =

é dada por

2
F{sinal(t)} = —
{sinal(1)} = =2
pois, escrevendo a fung3o sinal(t) na forma

sinal(t) = ILrg+ (exp(—at)u(t) —exp(at)u(—t))

tem-se

1 1 2
T _ _ _
,/{S|nal(t)}_allr8+<a+j Py ) =7
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Exemplo 1I

Note que a fungdo sinal(t) possui a mesma poténcia média que a fun¢do
x(t) =1, mas as transformadas de Fourier sdo distintas, assim como os valores
médios, 0 e 1, respectivamente.

A fung3o sinal(t) pode ser interpretada como uma inversdo de polaridade numa
alimentac3o em corrente continua (acionamento de uma chave).

A transformada de Fourier da fun¢&o sinal(t) ilustra o ruido (clic) que se ouve
nos radios a pilha quando um interruptor da rede elétrica, proximo do radio, é
acionado.
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Exemplo

Exemplo 1.11

A transformada de Fourier da fungio

x(t) = u(t)

é dada por

2 2

F{u(t)} = 9{1 + lsina|(t)} — () +jlw
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Deslocamento no tempo

Propriedade 9 (Deslocamento no tempo)

F{x(t 1)} = X(w)exp(—jwr)

pois

00
Fix(t—1)} :/40 X(t = T)exp(—jwt)dt

00
Fix(t-0) = [ x(B)exp(~jeop) exp(~jeor)dp =

+00
exp(—jor) [ x(B)exp(~jeoB)dp

X(w)
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Exemplo 1.12

F{8(t—1)} = exp(—jwr)

A\

Propriedade 10 (Deslocamento em freqiiéncia)

F{x(t) exp(jant)} = X(w— )

pois

Fixertan) = [ x(b)ewliat)en(—jor)dt =

00
= [ x(0)exp (— (0 av)t) de = X (02— w)

-
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F{exp(jupt)} = 2md(w — wy)

pois, aplicando-se a Propriedade 10 (deslocamento em freqiiéncia) para x(t) =1,
tem-se

F{l} =2md(w) = F{exp(jant)}=2m0(w— )

Exemplo 1.14

F {exp(—junt)} = 215(0+ wp)

F{cos(@vt)} = 7 {2 ep(jent) + 5 exp(—jat) } = mB(0— o)+ 75(w+ )
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Transformada de Fourier de sinal periodico

Propriedade 11 (Transformada de Fourier de sinal periédico)

Considere o sinal periédico

-1 5 x ko xe— [ jkant)d
t) t = t —jkapt)dt
x(t) T, §7w kexp(kant) X /_ P x(t) exp(—jkant)

A transformada de Fourier de x(t) é dada pelo trem de impulsos modulado

= 21
X(w)=w Y Xid(w—kaw) , wy=—
k=—o00

pois

1 o 2
X(@) = F{x(0)} = z X {ep(kant)} = 5 Y Xed(w—ka)
k:—oo

Exemplo:

oo +oo
y{k:z_wa(t—kr)} - wokzz_mé(w—kwo)
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Transformada de Fourier da convolugao

Propriedade 12 (Transformada de Fourier da convolug&o)

F{x 5y} = F O} (D)} = X(@) Y (@)
pois
Fxy ey =7{ [ x(t-B(B)dB} =
[2ve) ([ xte-pres-iwnyar) ap

X(w)exp(—jwp)

00

F{x(Oy(0) =X(@) [ v(B)exp(~jeB)dB = X(w)¥ (@)
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Exemplo 1.16

A transformada de Fourier do sinal
. 1
Triar(t) = (¢/ T+1)Gr(t+T/2)+ (1~ t/T)Gr(t— T/2) = =Gr(t) (1)
é dada por

F{Trip7(t)} = T(TSa(wZT))2—TS (“’J)

-

Exemplo 1.17

A transformada de Fourier do sinal 532<%t> ¢ dada por (usando a

Propriedade 7, de simetria)

ﬂ{532<%t)} %T”ﬂl@o( w) = %Trb&b(w)

A\
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Transformada da integral

Propriedade 13 (Transformada da integral)

ﬁ{fx(t) = /;X(B)dﬂ} = Z{x(t)*u(t)} = X(w)(né(w)+jiw)

Se X(0) =0, isto €, se

/;wx(t)dtzo

entdo

F{ (1) = /ij(B)dB} :J_%JX(Q))
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Exemplo 1

Exemplo 1.18

A transformada de Fourier do sinal x(t) = Triz(t) mostrado na Figura 10 pode
ser obtida a partir das suas derivadas sucessivas.

x(t)

-1 1 t

Figura : Sinal x(t) = Trio(t).
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Exemplo 1I

A Figura 11 mostra o sinal x(t) derivado duas vezes. Observe que as dreas sob as
fungdes x(t) e X(t) sdo nulas.
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dt
1
1
t
-1
-1
d?x
)
1 dt
1
t
-1 1

LY

Figura : Derivadas do sinal x(t) = Tria(t).
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Transformada da derivada

Propriedade 14 (Transformada da derivada)

FL2x(0)} = o)X (@)

pois

x(t) = %T/::OX(OJ)eXp(jwt)dw =

d (t)—i/+°°><(w)ie (jt)d / (jw)X(w)exp(joot)de
at = on ), X (@) gpexeU =3 J xpU
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Transformada de Fourier do produto

Propriedade 15 (Transformada de Fourier do produto)

FOY(O} = 5 F KO} F (D) = 5 X(@)+ Y (©)

pois
o
Fx(y(e) = [ x(e(B)exp(—jwt)de =

[ 7505 [ YBYoxp(iBO)dB ) exp(—jert)dt

—o0

e ([ mee-io-pa)ap= - [ vB)x(e-p)as
X~ )
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Exemplo — Modulagao
Exemplo 1.19 (Modulag3o)

F{x(t)cos(apt)} = %Tx(w) « <7T5(oo— ) + 18 (w+ %)) =

1 1
EX(w—&b)+§X(w+0~’o)

~
Exemplo 1.20 (Recuperagdo de um sinal modulado)

Considere o sinal y(t) = x(t)cos(apt) com X(w) =0 para || >2nB e
27B < wy, B real positivo.

O sinal resultante da passagem de 2y(t)cos(wyt) por um filtro passa-baixas ideal
de freqiiéncia de corte B é x(t), pois

2x(t) cos(apt)cos(apt) = x(t) (1 + cos(2apt))

O filtro rejeita a parcela que estd centrada em 2wy, ficando apenas o espectro de

x(t).

A\
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Série de Fourier a partir da Transformada de Fourier I

Propriedade 16 (Série de Fourier a partir da Transformada de Fourier)

Considere o sinal periédico

x(t) = Eo p(t—kT) , p(t)=0 para|t|> T/2

k=—00
Usando-se série exponencial de Fourier, x(t) pode ser escrito como

+o0 _ 1 (T/2 _
x(t) = z ckexp(jkapt) ; cx = ?/7T/2x(t)exp(—1kwot)dt

k=—00
Como x(t) = p(t) para |t| < T /2, tem-se
r4-00

P(kav) = | plt)exp(~jkent)de = Te i P(w) = 7 {p(1)}
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Série de Fourier a partir da Transformada de Fourier 11

Os coeficientes da série trigonométrica podem ser obtidos a partir de
cx = P(kan)/ T

x(t)=ao+ —Eo (ak cos(kant) + bysen(kant))
K=1

com valor médio dado por

+T/2 1
=—P
T/T/z T ©

Os coeficientes dos termos em cosseno s3o dados por
= + = —2 & kapt)d
ar = (¢ C_k)= / x(t)cos t)dat
k ( k k) T/ 12 ( ) ( )

Re {P(kan)}

IR

= 2 (P(kaw) + P~ ke)) =

Os coeficientes dos termos em seno s3o dados por
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Série de Fourier a partir da Transformada de Fourier 111

) 2 +T/2
by=j(ck—c k)= ?/7”2 x(t)sen(kwpt)dt

b = L. (P(kaw) — P(—ka)) = =2 Im {P(ka))

J
=
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Exemplo

Exemplo 1.21

Considere o sinal

x(t) = Z p(t—kT) , p(t)=Trir(t)
P
P(w) = #{Trir()} = #{ 2 6r/a(t)* Gra(t)} = 2.522(2T)

Para T =2, tem-se

_c2(W
P(w) = Sa (2)
1 . k=0
kTt 0 , k#0 par
P( ) Sa (2) = < 9 2 7&
— k impar
kn> ’
1 1 4 o . : )
30:7’3(0):5, ak:kz—rﬂ’ k fmpar; ax=0, k par; bx=0 pois P(w) é real

~
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Propriedade 17 (Momento)

m m d"
a =j"
F{t"x(t)} = dw’"x(w) )
Exemplo 1.22
Considere
x(t) =Aexp(=At)u(t) , A >0
As integrais (momentos da funcdo x(t)) sdo
+0e0 P A 1
t)dt = = -
/_w x(t) (w)‘w:o Jw+A ’w:O
+o0 d A 1
= ._X = 7\ =
/700 tX(t)dt Jd(l) (w)‘wzo (J(U—‘,—)\)2 ‘w:O A
9 d2 2A 2
2 _ 2 Y = =32
[, Extod=7 gox@), (@A) om0 =
~
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