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Introducao e Solugdes Basicas Factiveis

Variaveis Canalizadas

m Em muitos problemas praticos as variaveis de otimizagao sao limitadas. Nesse
caso, € necessario trabalhar com o seguinte problema de programacao linear

min  ¢7x
s.a Ax=Db (1)
{<x<u

sendo ¢ e u vetores que contém os limitantes inferiores e superiores de X,
respectivamente, com u; > ¢, j=1,....n.

m Uma solugao imediata para tratar o problema é tratar as restricdes £ < x < u de
modo convencional, isto &, inserindo variaveis de folga e de excesso. Por exemplo,
podemos criar dois vetores de variaveis (ndo negativas) X4 € x» e introduzir as
restricoes X+ x4 = u e X —Xo = £. O nimero de restricdes sobe de m para m+2ne
0 numero de variaveis sobe de n para 3n. Claramente, tem-se um significativo
aumento da complexidade do problema.

m Uma outra alternativa mais eficiente é adaptar o método Simplex para tratar a
canalizagao sem inserir variaveis e restricdes adicionais.
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Introducao e Solugdes Basicas Factiveis

Solucdes Basicas

m Considere o PL (1) com A € R™" de rank m. Uma solugéo X para as equacgoes
Ax = b é uma solugéo basica para o sistema se A pode ser participada na forma
[B,N+,Nz], sendo que a matriz B tem rank m tal que com x particionado na forma
[xG.xf, . xf,]" tem-se

% % % -1 -1 -1
X, :ZN“ Xpn, = Upn,, XB:B b-B N1£N1 -B N2l.lN2

Além disso, se /g < X < ug, entdo X & uma solugado basica factivel. A matriz B &
chamada de base, xg sd0 as variaveis basicas, e Xy, € Xy, s&0 as variaveis néo
basicas em seus limites inferiores e superiores, respectivamente. Caso

fg < X < ug, X € chamada de solugao basica factivel ndo degenerada. Caso
contrario, é degenerada.
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Introducao e Solugdes Basicas Factiveis

Exemplo

Encontre as solugdes basicas factiveis associadas as restrigoes:

X1+ Xo <5
—X1+2x <4
0<x4 <4
—-1<x<4

Introduzindo variaveis de folga, tem-se

X1+ Xo+ X3 =5
—X{ +2Xp +x4 =4
0<x3 <4
—1<x <4
0<x3<
0<x4 <o
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Introducao e Solugdes Basicas Factiveis

Exemplo — Todas as Solu¢des Bésicas Factiveis

m O objetivo é determinar todas a solugdes basicas factiveis do problema. Uma
maneira de realizar essa tarefa é extrair uma base das duas primeiras restrigoes,
resolvendo as variaveis basicas em fungao das nao basicas, e entao fixar as ndo
bésicas em seus extremos. Por exemplo, considere B = [a,,a4] como os vetores da

base. Assim: o {0
B-fmal=y 3| B'=[7

Multiplicando as duas primeiras restricées por B~' e passando x3 e x4 para o lado
direito, tem-se
Xo = 5— X1 —X3
X4 = —6+4+3x1+2x3
Fixando x; em seus extremos e x3 sem seu limite inferior, tem-se
@ [x1,x3]7 =[0,0]" = [x2,x4]" =[5,—6]". Como x4 < 0, tem-se uma solugao
basica nao factivel.

@ [x1,x3]7 =[4,0]" = [x2,x]" =[1,6]7. Tem-se uma solugéo basica factivel.

As outras solugbes podem ser encontradas de maneira similar, sendo [2,3,0,0]7,
[0,2,3,0]", [4,1,0,6]", [0,—1,6,6]7, [4,—1,2,10]".
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Introducao e Solugdes Basicas Factiveis

Exemplo — Projecao das Solucdes no Plano X1 X Xo

m Projetando esses pontos no espago xq x X0, tem-se os vértices vy, ..., V5, cOmo
mostra a Figura 1.

X
2 A X2 = U2
| 2N > v
P
4
5 o
I _ A 3
. % I
= \
S i X
V3
\"“ A T >
X
Va Xp = Ulo Vs
,,,,,,,,,,,, .
Pa— S

Figura 1: Solugdes basicas factiveis.
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Introducao e Solugdes Basicas Factiveis

Exemplo — Comentérios Finais

m Note que cada ponto extremo é formado pela intersegao de dois hiperplanos
geradores LI neste espago. Mais precisamente, (x3 = ¢3,x4 = {4) fornece vy,

(x4 =01,x4 = {4) fornece vo, (X1 = Uy, x3 = ¢3) fornece vs, (X1 = ¢4, X = {o) fornece
V4 € (X1 = uq,xo = {») fornece vs.

m Assim como visto no caso nao canalizado, solugoes bésicas factiveis e pontos
extremos coincidem.
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Critério de Otimalidade

Introducao

m Assim como no caso nao canalizado, sempre existe uma solugéo basica factivel
o6tima se a regiao factivel nao for vazia e o étimo for finito. Contudo, o nimero de
solugoes basicas factiveis é ainda maior no caso canalizado. De fato, esse nimero

é limitado por
n on-m
m

Note que para cada possivel maneira de extrair uma base, existem 2"~ maneiras
de fixar as variaveis nao basicas em seus limites inferior ou superior. Portanto, para
caminhar entre solugdes basicas factiveis, € necessario uma sistematica.

m Suponha a existéncia de uma base B e a decomposigao A = [B,N¢,N5]. As
variaveis basicas e a fungao objetivo podem ser decompostas na forma

xg = B 'b-B 'xy, —B 'xy, )
_ T T T
V4 — cBXB-‘y-cN1XN1 +cN2XN2
_ oI (p-1 — -1 T T
= ¢ (B b-B 'xy, —B xNz) +Cp, XNy T Cp, XN,

= cfB'b+ (cf, —cEBINy ) xy, + (cf, ~cEB TNz )Xy, (3)
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Critério de Otimalidade
Novo Tableau

Suponha que é conhecida uma solugéo basica factivel na qual Xy, = ¢p;,

Xn, = Up,, € g < Xg < up. Essa solucao é representada pelo tableau dado a
seguir. O lado direito (LD) fornece os valores de z e xg (denotados por 2 e b)
quando Xy, = £y, € Xy, = Uy, 80 substituidas nas equagoes (2) e (3).

Z Xp Xp, XNy, LD
z 1] 0 |c[B'Ny—cf |c[B 'Ny—cf | 2
xg | 0| Im BNy BN, b

m Nesta etapa a analise consiste em tentar melhorar a fungéo objetivo investigando
a possibilidade de mudar as varigveis nao basicas. Da equacao (3) e notando que
¢k, —ciB "Ny ecf —c[B "N, fornecem os custos reduzidos ¢; — z; das variaveis
n&o bésicas xu, (nos limites inferiores) e xy, (nos limites superiores), tem-se

z=cfB b Y (z-¢)x5- Y (z-G)x (4)
jed j€d2

sendo J; (J») os indices das variaveis nao basicas nos limites inferiores
(superiores). Para j € Ji, se z; — ¢; > 0, é vantajoso aumentar x; de seu limite
inferior ¢;.
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Critério de Otimalidade

Varidavel Ndao Basica Que Entra na Base

Similarmente, para j € Jp, se z; — ¢; < 0, € vantajoso diminuir x; de seu limite
superior u;. Assim como no método Simplex, modifica-se o valor de apenas uma
variavel ndo basica, enquanto todas as outras nao basicas permanecem fixas (isso
equivale a movimentar-se por uma aresta do conjunto poliedral). O indice k dessa
variavel ndo basica é determinado como explicado a seguir. Primeiro, examina-se

max < max(z;—C;),max(C; — Z; .
{/€J1(’ ’)’jer(’ ’)}

Se o resultado for positivo, entao tome k como o indice para o qual o maximo foi
atingido. Se k € J;, entao x, € aumentada a partir de seu valor atual ¢, e se

k € J», entao x, é diminuida a partir de seu valor atual ux. Se 0 maximo é nao
positivo, entdo z; — ¢; < 0 para todo j € J; e z;—¢; > 0 para todo j € J». Da equagéo
(4), conclui-se que a solugao corrente € étima.

m Os casos em que X € aumentada ou diminuida sdo discutidos em detalhes na
sequéncia.
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Teste de Blogqueio — Variavel Nao Basica Crescendo

Variavel Basica Atinge Seu Limite Inferior

m Seja xx =l + Ak, com A, sendo 0 aumento em xi. Substituindo xx = £, + Ak
nas equagoes (2) e (4), tem-se

IR ®
z = Z+D[—(2—c)] (6)

Como zx — ¢, > 0, entdo de (6) é vantajoso aumentar A, 0 maximo possivel.
Entretanto, o aumento de A, altera os valores das variaveis basicas de acordo com
(5). As possiveis situagoes de blogueio sao listadas a seguir.

1. Uma variavel basica atinge seu limite inferior: Seja ¢4 o valor de Ay tal que uma
variavel basica atinge seu limite inferior. Da equagao (5), tem-se

lg<xg=Db-y A=Yy Ar<b—lg. Sey, <0, entdo A, pode ser
arbitrariamente grande sem violar essa desigualdade e portanto y; = « (nenhuma
variavel basica atinge seu limite inferior). Caso contrario, determina-se y; pelo teste
da minima taxa:

br—tg,

. b—
minq<i<m ( e o Yik > 0> Ve SeYk£0
o seyx<0

=
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Teste de Blogqueio — Variavel Nao Basica Crescendo

Variavel Basica Atinge Seu Limite Superior

A variavel basica que atingi seu limite inferior &€ uma candidata para xg, .

2. Uma variavel basica atinge seu limite superior: Seja ¥ o valor de A tal que uma
variavel basica atinge seu limite superior. Da equagao (5), tem-se
b—yiAx=xg<ug= —yAx <ug—b. Sey, >0, entdo A, pode ser
arbitrariamente grande sem violar essa desigualdade e portanto y» = o (nenhuma
variavel basica atinge seu limite superior). Caso contrario, determina-se }» pelo
teste da minima taxa:

. UB.—B' u _B
miny<j<m <,‘T,k', Yik < 0> =" sey, 20

[ Seyk20

Yo =

A variavel basica que atingi seu limite superior € uma candidata para xg, .
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Teste de Blogqueio — Variavel Nao Basica Crescendo

A Prépria Varidvel Nao Bésica Atinge Seu Limite Superior

3. A propria variavel x, atinge seu limite superior: O valor de A tal que x, atinge
seu limite superior € obviamente uy — ¢.

Os trés casos listados fornecem o maior valor de A, ante que acontega algum
blogqueio (por alguma variavel basica por pela propria xi). Claramente, Ay sera o
menor valor de todos, isto é,

Ay =min(7, 2, U — Lk) (7)

Se Ay = o, entdo um aumento em x, nunca é bloqueado, e pela equagao (6), o
valor da fungéo objetivo ¢ ilimitado. Por outro lado, se A é finito, uma nova solugao
béasica factivel é obtida na qual x, = ¢, + A e as variaveis basicas sdo modificadas
de acordo com (5).
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Teste de Blogqueio — Variavel Nao Basica Crescendo
Atualizagdo do Tableau

m Atualizacao do tableau: Se A, = uy — (x, X, continua nao béasica (mas agora no
limite superior) e apenas o LD é atualizado: 2 =2 — (2 —cx)Ax e b=b —y,A,.
Por outro lado, se A, é dado por 1 ou 72, entdo X, entra na base e xg, sai da base,
sendo que o indice r é determinado pelas respectivas expressdes de céalculo de y4
e Yo.

m Com excecao da coluna LD, o resto do tableau é atualizado pelo pivotamento em
torno de y,, que pode ser positivo ou negativo. A coluna LD é atualizada de acordo
com as equacdes (6) e (5), com excegdo da r-ésima componente do novo vetor b,
que é substituida por ¢, + Ay para refletir o valor de x,, que acabou de entrar na
base.
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Teste de Blogueio — Variavel Nao Basica Diminuindo

Procedimentos

m Os procedimentos sao muito similares ao caso anterior. Portanto, apresenta-se os
calculos de forma resumida. Neste caso zx — ¢, < 0 e x, = uy — Ay, sendo que
Ay > 0 indica uma diminuicao em xj. Observando as equagoes (2) e (4), tem-se

= L] re ®
z = Z+A(zx—ck) (9)
O maior valor de Ay é dado pela equagéo (7) e ¥4 e ¥» sao computados de acordo
com
y={4 Mim<i<m (b' y[f » Yik < 0) b’_}ff’ seyx 20
oo sey,>0
. ug b,
yp={ MiM<icm ( v Yik > 0) == sey £0
e sey,<0

Se Ak =, entdo a diminuigdo em x, nunca é bloqueada, e pela equagao (9), o
valor da fungao objetivo é ilimitado.
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Teste de Blogueio — Variavel Nao Basica Diminuindo

Atualizagdo do Tableau

Por outro lado, se A, é finito, uma nova solugdo basica factivel € obtida na qual
Xk = Uk — Ay € as variaveis basicas sdo modificadas de acordo com (8).

m Atualizacao do tableau: Se Ay = uy — {, X, continua ndo basica (mas agora no
limite inferior) e apenas o LD é atualizado de acordo com as equagoes (9) e (8). Se
Ay é dado por 1 ou 72, entdo X, entra na base e xg, sai da base, sendo que o
indice r é determinado pelas respectivas expressoes de célculo de v € 7».

Com excecgao da coluna LD, o resto do tableau é atualizado pelo pivotamento em
torno de y,, que pode ser positivo ou negativo. A coluna LD é atualizada de acordo
com as equacdes (9) e (8), com excegio da r-ésima componente do novo vetor b,
que é substituida por u, — Ay para refletir o valor de xi, que acabou de entrar na
base.
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Exemplo

Exemplo [

Resolva o PL canalizado apresentado a seguir

min  Z=—2Xx{ —4Xo — X3
sa 2x3+Xxo+x3 <10
X1+Xo—Xx3 < 4
0<x1<4
0<x <6
1<x3<4

Primeiro introduz-se as variaveis de folga x4 e x5 (limitadas entre 0 e «). Toma-se
X4 € X5 como basicas e X1, Xo € X3 como nao basicas em seus limites inferiores.
Nesse caso a fungéo objetivo vale -1 e as variaveis basicas assumem os valores
xX4=10—-1=9ex5=4+1=5.

Iteragao 1
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Exemplo
Exemplo II

L L 4
Xq Xo X3 X4 X5 LD
z| 2 4 1 0o 0| -1
xx[2 1 1 1 0] 9

xs| 1 (1) -1 0 1|5
O maior valor de z; — ¢; para as variaveis ndo basicas no minimo ¢ 4,
correspondendo a xp. Portanto, x, = X, € aumentado. Entdoy, =[1,1]T e Ay é

dado por min(yy, 2, Us — ¢2) = min(7yy,72,6). Como yo > 0, y» = « e as variaveis
basicas poderiam aumentar indefinidamente. Computando 4, tem-se

(970 5-0)
')/1 = min 71 ,71 =

correspondendo a xs, isto é, r = 2. Isso significa que A, poderia aumentar até 5
antes de uma variavel basica baixar de seu limite inferior. Finalmente, tem-se

R. C. L. F. Oliveira
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Exemplo
Exemplo III

min(5,0,6) = 5. O valor da fungado objetivo é substituido por
—1—(2o—C)Ar =—1—-4x5=-21, além disso

Xg| _ 9] 9 _{1e_ |4

] = 5] -vee=[3] - i< ]
O valor de x» é dado por A, =5 e a mesma entra na base. x5 sai da base e o
tableau é atualizado pivotando-se sobre yoo.

Iteracao 2

4 4 4
X1 Xo X3 X4 Xg LD
z| -2 0 5 0 -4\ -21
xx[1 0 2 1 —1]| 4
|1 1 (1) o 15
Todas as variaveis ndo basicas estéao em seus minimos e o maior valor de z; —¢; &
5, correspondendo a x3. Portanto, x3 entra na base, y3 = [2,—1]" e A3 é dado por

Az =min(y1,%, U3 —¥{3) =min(7,72,3)
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Exemplo
Exemplo IV

Computado 74, tem-se
_4-0 5

n=-—»5-7=
correspondendo a x4, portanto r = 1. Isso significa que x4 cairia para seu minimo
se x3 aumentasse de 2 unidades. Com relacao a y, tem-se

6-—5

r=—g =1
correspondendo a x», isto é, r = 2. Isso significa que xo atingiria seu maximo se x3
aumentasse de 1 unidade. Portanto, Az = min(3,1,3) =1 = 7, levando a
x3 =1+ Az =2. A fungéo objetivo é substituida por —21 —(z3—c3) =26 €

Xa| _ [4] |41 [21],_12

o) = 3] v = [ [ 5]~ 3
X3 entra e xo sai da base (atingindo seu maximo). O tableau (com excegao de LD)
é atualizado pivotando sobre y,3 = yo3 = —1.

Iteracao 3
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Exemplo
Exemplo V

l u 4

X{ Xo X3 X4 X5 LD
z| 3 5 0 0 1 |-26
x| (@3 2 o 1 1] 2
x| -1 -1 1 0 -1 2

O valor méaximo de z; — ¢; para as variaveis n&o basicas em seus minimos é 3,
correspondendo a x;. Portanto, x; € aumentado, y; =[3,—1]" e A4 é dado por

Ay =min(p,%,uy —£1) =min(7,72,4)

Computado y;, tem-se
2-0 2

3 3
correspondendo a x4, portanto r = 1. Isso significa que x4 cairia para seu minimo
se xq aumentasse 2/3 de uma unidade. Com relagédo a y, tem-se

=—=2
Y2 1

h=
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Exemplo
Exemplo VI

correspondendo a xs, isto é, r = 3. Isso significa que x3 atingiria seu maximo se xy
aumentasse de 2 unidades. Portanto, Az =min(2/3,2,4)=2/3=7y,e x; =2/3. A
fungao objetivo é substituida por —26 —(zy —¢y) = —28 e

o] =] v = ] =[5 o= o3y

Xq entra e x4 sai da base (atingindo seu minimo). O tableau é atualizado pivotando
sobre y11 = —1.

Iteragao 4
u l l
Xq Xo X3 X4 X5 LD
z| 0 3 0o -1 0 —28
X1 | 1 2/3 0 1/3 1/3 | 2/3
x3|(0 -1/3 1 1/3 -2/3|8/3
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Exemplo

Exemplo VII

Como z; —¢; > 0 para as variaveis nao basicas em seus maximos e z; — ¢; <0 para
as variaveis nao basicas em seus minimos, entao o tableau apresentado esta no
6timo. O valor final das variaveis é

[X1,%, x5, X4, 5] =[2/3,6,8/3,0,0]”

e o valor da fungao objetivo é -28.
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