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Motivacao I

m Seja o problema de programac3o linear (PL) em duas dimensdes (n=2) e a
regido factivel associada mostrada a direita com € =0.1.

max X

s.a x <1 1 X2
ex1—x2 <0 ,0<e< =
ex1+x <1 2 ‘
x1,x2 >0 "

Partindo do ponto inicial x® = (0,0), o método Simplex converge em 3 (2" —1)
iteragOes.
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Motivacao 11

m Considere agora o PL em trés dimensdes

max X3

s.a x1 <1 ‘
ex1 —x0 <0 1 X3‘
ex1+x <1 0<e< =
Exp —x3<0
exp+x3<1
X1,X2,x3 >0

X2 ‘ X1

Tomando como ponto de partida x° = (0,0,0), o método Simplex converge em 7
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Motivacao I11

(2" —1) iteragdes. Como notado por Victor Klee and George Minty em 1972, essa
constru¢do pode ser estendida para n qualquer,

max Xp
s.a x1 <1 0<8<1
exi1<x;<1-¢ex;1 j=2,...,n" 2

x;>0,i=1,....n

provando que, no pior caso, o método simplex ndo possui complexidade
polinomial, mas sim exponencial!

m Apesar de em termos praticos ser esperado que o método Simplex apresente um
comportamento “polinomial” (no qual a regra de pivoteamento influencia
fortemente), os exemplos de Klee e Mint impulsionaram a busca por algoritmos
de complexidade polinomial (demonstrados teoricamente).

m Em 1979, o russo Leonid G. Khachiyan apresentou um algoritmo de
complexidade polinomial, conhecido como o “algoritmo do elipsdide”. Apesar da
complexidade polinomial, possuia desvantagens como convergéncia lenta,
dificuldade de detectar solucdo ilimitada e n3o habilidade de explorar esparsidade.
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Mudanca de paradigma

m Em 1984, Narendra K. Karmarkar
propds um novo algoritmo de comple-
xidade polinomial para programacao li-
near. A novidade era como uma solu¢do
evoluia em direcdo ao 6timo: pelo inte-
rior da regido factivel.

X2

m Diferentemente do método do elip-
sbide, esse novo algoritmo era um con-
corrente “a altura” do tradicional Simplex
em problemas reais de grandes dimen- X1

soes.

m Outra vantagem da técnica é que outras classes de problemas também podem
ser tratadas, inclusive problemas de otimizag¢do n3o lineares.
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Noticia no New York Tim

‘_ Breakthrough in Problem Solving {

R. C. L. F. Oliveira

By JAMES GLEICK

A 28-year-old mathematician at A T.&T.
Bell ubonloms has made a sanling
theoretical breakthrough in the solving of
systems of equations that ofien grow too
vast and complex for the most powerful
computers.
The discovery, which is to be formally
published next’ month, is already cir-
mathematical

world. It has also st off a deluge of
mqlunu from brokerage houses, o o
and airlines, industries with millions
D dollan at siake. Inpmbl:ms km:wnn
linear programming.
Faster Solutions Seen
These problems -y fiendishly com-
plu’eﬂ sysiems, ‘with thousands of
les. They arise manmy of com-
n-unl government applications, rang-
ing from allocating time on a communica-
tions satellite to routing millions of
telephone calls over long distances, or
whenever 4 limited, expensive resource
must be spread most efficiently among
competing users. And investment com-
panies use them in creating punﬁnhm with
the best mix of siocks and bonds,
The Bell Labs mathematician, Dr.
Narendra Karmarkar, has dzvued a

radically new jure that may speed the
routine of such yvohl:ml by
businesses lnd mment agencies and

also make it possible o tackle problems

| that are now far out of reach

“This s a path result,” said Dr,
Ronald L. Graham, diréctor of
mathematical sciences for Bell Labs in
Murray Hill, N.J.

“Science has its moments of
gress, and this may well be wneol m:m o
Because problems in linear program-
ming can have billions or more possible
answers, even high-speed computers can-
not check every one. So computers must
ue & specil procedurs, un lgoritam, o
few 15 as possible before
finding me best one — lypmlly the one
that minimizes cost or maximizes
efficiency.
A procedure devised in 1947, the simplex
method, is now used for such problems,

Continued on Page A19, Column 1

THE NEW YORK TIMES, November 19, 1984
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Nova filosofia de busca

m O método Simplex caminha em dire¢do ao étimo pela “fronteira” (arestas do
poliedro) da regido factivel. Desse modo, o conceito de “direcdo” fica implicito,
pois o método basicamente vai analisar os vértices vizinhos e escolher aquele que
melhora a fung3o objetivo.

m Na nova filosofia proposta por Karmarkar, que evolui a solugdo pelo interior da
regido factivel, surge a necessidade de considerar todas as direcdes factiveis que
podem melhorar a fun¢3o objetivo. Essa tarefa ndo é trivial e Karmarkar forneceu
dois insights fundamentais neste contexto (assumindo que a regido factivel é um
poliedro):

@ Se a solucdo atual estiver no centro do politopo, entdo faz sentido caminhar
na direcdo de descida mais acentuada (em inglés, steepest descent)
associada a fung¢3o objetivo.

@ Usando uma transformagdo que mantém as propriedades essenciais do
problema, é possivel posicionar a solugcao atual no centro de um espaco
transformado.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Centro do poliedro

m A primeira observagdo impor-
tante de Karmarkar é ilustrada
na figura ao lado. Note que em
x€, préximo ao centro do polie-
dro, é possivel ter a melhor me-
Ihoria na fun¢3o objetivo ao ca-
minhar pela direcio de descida
mais acentuada (—Vz). Em x!
e x? a descida sera menor (para
n3o sair da regido factivel).

X2

o
m O segundo insight, necessario ‘ 7Vz/
para viabilizar o primeiro, foi a
chamada “transformagdo proje-
tiva”, que “distorce” o espaco de
busca de modo que a solugdo
atual esteja no centro do espaco distorcido. Essa transformagio preserva as
propriedades fundamentais do problema.

X1

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Resumo do método de Karmarkar

m De modo resumido, o algoritmo de Karmarkar pode ser concebido da seguinte
forma: Tome uma solugdo interior inicial e transforme o espaco de busca de modo
que a solugdo atual esteja no centro do espago transformado. Move-se na direcdo
de descida mais acentuada, mas ainda permanecendo dentro da regido factivel.
Aplique a transformac3o inversa na nova solugdo obtida e verifique algum critério
de parada. Repete-se o procedimento até convergir.

m Originalmente Karmarkar apresentou sua ideia para um PL na seguinte forma

miny cTx
s.a Ax=0 T
=(1,1,...,1
eTX:]. ) € ( It I )
X,'ZO

Uma das razdes (existem outras) para o método de Karmarkar logo ter sido
deixado em segundo plano foi a sua forma n3o padronizada para tratar um PL. A
proposicdo da transformacdo afim em substituicdo a transformac3o projetiva de
Karmarkar deu origem a métodos que tratam o PL na forma padrdo. Por esse
motivo (principalmente), ndo estudaremos a fundo os detalhes dos passos
necessarios para construir o algoritmo baseado em pontos interiores no método de
Karmarkar, mas sim nos métodos baseados na transformacdo afim.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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PL via pontos interiores

m Seja o PL na forma padrio

T

min ¢’ x
s.a Ax=b (1)
X 20

com be R™, ce R", A€ R™*" de rank completo de linhas e x € R" as varidveis
do problema. A regido de factibilidade do problema é definida pelo conjunto

P={xeR" | Ax=b, x;>0, i=1,...,n}
Também define-se o interior relativo a & como sendo
Pinp={xeP|x>0,i=1,...,n}

Um vetor x € R" é chamado ponto interior factivel (ou solu¢do interior) de (1) se
x € Pipe. Como hipdtese basica, assumimos que &, ndo é vazio. Por enquanto
assumimos também que um ponto interior factivel inicial estd disponivel
(discutiremos isso depois) e na sequéncia estudaremos todos os detalhes do
algoritmo primal afim escala.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Nova transformacao

m Ao contrario da formulagdo de PL
usada por Karmarkar, que possui uma re-
gido factivel limitada (definida pela res-
tricio e’ x = 1), na formula¢do padrio
podemos ter um poliedro ilimitado. A
estrutura a ser considerada é a interse-
¢ao do hiperplano Ax = b com as restri-
¢oes de n3o negatividade x; > 0, que em
principio n3o fornece um “centro’.

m Uma saida é considerar o ponto e, que
apesar de n3o ser o centro, possui a
mesma distancia para todas as “paredes”

do octante n3o negativo. Desse modo, caso o movimento a partir de e tenha
tamanho menor do que 1, garante-se que o préximo ponto continua no interior do
octante ndo negativo.

m Com uma transformac3o apropriada para mapear um ponto qualquer em e,
pode-se adaptar a estratégia de Karmarkar para trabalhar com o PL padrao.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Transformacao afim escala

m Seja xK e R7 um ponto interior do octante n3o negativo, isto &, x,-k >0,

i=1,...,n, e a seguinte matriz diagonal
Xf o --- 0
0 X2k .0
X = diag(x¥) =
0 0 - xk

Note que X é n3o singular e sua inversa pode ser facilmente determinada
(invertendo os elementos da diagonal).

Definicao 1

A transformagdo afim escala é definida como um mapa R! — Rl e dada na forma
y = Ti(x) =X x

Note que transformag3o consiste basicamente numa mudanca de escala, dividindo
cada componente do vetor x; por uma constante positiva (x,?‘).

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Propriedades da transformagao

m A figura abaixo mostra uma ilustragdo grafica de uma transformacdo afim escala
aplicada em um poliedro de 12 arestas (definido por 12 desigualdades em x; e x2)

m Note que o politopo transformado n3o é uma representagdo completa, uma vez
que serdo introduzidas 12 varidveis de folga nas desigualdades originais, que

estardo presentes da transformac3o.
R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Propriedades da transformacao

m As seguintes propriedades podem ser facilmente reconhecidas
Tk é um mapa bem definido se x¥
Tk (Xk) =€

Tik(x) é um vértice de Z" se x é um vértice.

€ um ponto interior de %7 .

Tk (x) estd sobre a borda de #! se x esta sobre a borda.

Tk(x) é um ponto interior de Z! se x é um ponto interior.

®© © 6 ¢ o ¢

T, é um mapa bijetivo com uma transformacg3o inversa Tk_1 tal que

T, My)=Xky. yeR]

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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PL transformado

m Adotando a relagdo x = Xy, o PL original pode ser reescrito na forma

min (M) Ty
s.a Axy=b (2)
yi=0

com ck = Xc e Ay = AXg.
m O préximo passo é investigar as propriedades necessarias para garantir a

evolug¢do da solugdo inicial mantendo a factibilidade do problema e melhorando a
funcdo objetivo.

m Com relag3o a factibilidade, é necessario garantir que a préxima solugdo

ka =e+ Ocd}’f

permaneca no interior da regido factivel de (2), sendo que d}/,‘ € uma diregdo e o
o tamanho do passo. Primeiro investigaremos como construir a dire¢do d)’f.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Direcao factivel

m Em um método de ponto interior, uma direcdo factivel para uma solucio atual é
tal que se zK € P}, entdo zKt1 € 2, com

K=k adzk
Para manter a factibilidade, é necessario que
AZKl = p= AZK 4 aAdE = b= Adk =0

ou seja, df precisa pertencer ao espaco nulo de A.

Definicao 2
O espaco nulo de uma matriz A€ R™*" & dado por
N (A)={xeR" | Ax=0}

isto €, consiste no conjunto de vetores (direcées) x tais que Ax =0. A dimensdo
do espaco nulo é chamada de nulidade da matriz A é dada por
V(A) = n— rank(A).

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Direcao factivel — Projecao

m Dada uma direcdo d favordvel 3 melhoria da funcdo objetivo, é preciso projetar
essa direcao no subespago gerado por Ax =0, ou seja, no espaco nulo da

matriz A. A projecdo que garante a menor distancia entre d e asua projecao
pode ser computada pelo seguinte problema de otimizagdo

miny, || d—x|?
s.a Ax=0

que tem solu¢do étima dada por

X = </ —AT(AAT)—lA) a

P

sendo P a matriz de projecdo ortogonal no espaco nulo de A.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Projecao Via Algebra Linear I

m Seja uma matriz A € R™*", e seus quatro subespagos fundamentais [8, 3]:

% (A) (espago coluna), €(A’) (espago linha), .4 (A) (espago nulo) e 4 (A)
(espago nulo a esquerda). Do teorema fundamental da algebra linear, sabe-se que
¢ (A) e A (A) sdo complementos ortogonais (s3o subespacos ortogonais entre si
e juntos geram todo espaco vetorial, nesse caso o R").

Figura 1: Espacos €' (A') e A (A).

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Projecao Via Algebra Linear II

m Considere a ilustracdo apresentada na Figura 1. O objetivo é determinar d,, que
é a projecdo do vetor d em 4 (A) (problema de projecdo em subespaco).
Inicialmente, note que d = d, +dc, com d. € €(A’) e d, € 4 (A). Multiplicando
d, =d—d. a esquerda por A e notando que Ad, =0, temos

Ady = A(d —dc) = 0= Ad = Ad. 3)

Mas como d. pertence a € (A’), sabemos que d. = A’x, com x desconhecido.
Substituindo dc em (3), temos

Ad = AA'x = x = (AA) 1Ad.
Note que, como A tem rank completo de linhas, a inversa (AA’)™1 é bem

definida. Portanto, a projecio de d em €(A') é d. = A/(AA)"1Ad, e a projecio
de d em A (A) é d, = (I - A (AA)TA)d

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Exemplo de projecao

m Projete a direcio d = (%%
comA:[% 1 1],b:3.

O BOIBOIN
O BOIBOIN

5 -3 -
p=|-2 5 _4
_g _9‘1 59
9 9 9
i
dfeas = | 13
eas _1&
18

R. C. L. F. Oliveira
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Direcao de melhoria

m No PL (2), uma direc3o é considerada de melhoria para a solugdo atual se a
mesma fornece uma nova solu¢do de custo menor. Matematicamente temos a
seguinte implicacdo (omitindo a dependéncia de ¢ em k)

Tkt < cTyk o

cTyk —&—ach}’,( < cTyk = ch;f <0
m Uma direcdo candidata que atende essa implicagdo é -c, ou seja, a direcdo
contréria a do gradiente (descida mais acentuada). Desse modo, a direcdo d}’,{
que melhora (ch)/,‘ < 0) e mantém a factibilidade (Akd}’,‘ =0) é dada pela
projecdo ortogonal de —c no espago nulo de A, ou seja
dy = Pi(—c")
com
Pe=1—-Al(AAD) LA = 1 = X AT (AXZAT)LAX,
fornecendo
df=— (/ —XkAT(AfoT)*lAXk) Xy c

m Note que a matriz de projecdo Py é bem definida se A tem rank completo de
linhas (hipétese inicial) e se x; > 0.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear



Primal Afim-Escala
00000000008000000000000000000

O quanto caminhar?

m Uma vez determinada a direcdo (factivel e de melhoria) resta determinar qual
serd o tamanho do passo a > 0 tal que

Y = y*toydf >0

Primeiramente note que se d}’f > 0 (sé possui componentes n3o negativas), entdo
Q. pode ser qualquer nimero positivo, garantindo que a préxima solugdo
ka € Pint. Por outro lado, caso uma ou mais componentes de d}’,‘ sejam
negativas, oy deverd ser menor que
k
Yi 1

—(df); ~ —(df)i

Portanto, podemos escolher 0 < o < 1 e aplicar o teste (menor taxa)

: k

O, = min 7‘(d )'<0
P —(d); Y

garantindo que y**1 € 2.

m Se o for préximo de 1, y¥11 tenderd a se aproximar das paredes do octante n3o
negativo.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Mapeamento inverso

m Para mapear a solucio y**1 no espaco original para obter uma solucio
melhorada x¥*1, podemos aplicar a transformacio inversa Tk_1 em ykt1 isto é

Xk+l — Tk—lyk+1 — Xkyk+l
:Xk—|—OCkad}l,<
:Xk—OCkaPkaC
= x* — e Xy (/ —xkAT(AfoT)*lAXk) Xic
= xk— o X (c— AT(AXZAT) 1 AXEC)
:Xk—akX,% <C—ATWk)

com wk = (AXZAT)1AX2c.

m Note que a diregdo de movimento no espago original é df = —X2 (c — AT w¥).
Na sequéncia sdo apresentadas algumas observagdes importantes.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Observacoes

m Considerando que d}’,‘ = _—P,ck=—P,X,c, dff = Xkd}’,‘ e P=P2 (propriedade
de toda matriz de proje¢do), tem-se
CTXk+1 _ CT(Xk_’_akd)/(()
=cTxk + OtkCTXkd}l,(
=cTxk + (XkCTXk(—PkaC)
= CTXk — (XkCTXkPkPkaC
T k 2
=c x“—oy || PeXge |
T k k 112
=c x"—oxl dy |
Consequentemente ¢’ xkt1 < ¢Txk se df,‘ #0. Os casos df,‘ >0e df,‘ =0 dao
origem aos préximos lemas.

Se existir um x¥ € Py que fornece d}’,‘ > 0 (todas componentes positivas), entdo
o PL (1) é ilimitado.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Observacoes

Se existir um xk € P, que fornece d}’,‘ =0, entdo toda solucdo factivel do PL
(1) € dtima.

Prova: Se d}’,{ = — Py Xxc =0 entdo X c pertence ao complemento ortogonal de
N (AXy), isto é, Xic pertence ao range de (AX)T. Assim, Ju¥ tal que

(AXk)Tuk = Xyc ou ukTAXk = ¢ X, que implica que T - Assim, para
qualquer x factivel, tem-se que ¢”

cT x é sempre constante, e portanto qualquer x

T T .
x = uk" Ax = u¥" b, garantindo que o valor de
k ¢ Stimo.

Se o PL (1) € limitado inferiormente e sua funcdo objetivo ndo é constante, entdo
a sequéncia {chk, k=1,2,...} é bem definida e estritamente decrescente.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Relembrando I

m Seja o par simétrico primal-dual

miny cTx max,y, bTw
s.a Ax>b , s.a ATw<c (4)
x; >0 w; >0

e os vetores (de folga) s=Ax—b>0er=c—A"w>0. Para x e w factiveis
tem-se
0< rTx—|—sTW
=(c"—wTA)x+wT(Ax—b)
=c'x—b"w
e a quantidade ¢"x— bT w é o gap de dualidade, que vai a zero se e somente se

r"Tx=0esTw=0.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Relembrando II

Teorema 1 (Folgas complementares)

Sejam x e w solugBes factiveis dos PLs dados em (4). Entdo x e w s3o solugbes
Jtimas se e somente se

(CT—WTA)J'XJ‘:O,j:].,...,n e w;(Ax—b);=0, i=1,....m
S—— ——

1 si

m Observagdo: Note que em rjx; =0, ou x; =0 (ndo estd na base do primal ) ou
r; = 0 (restricdo dual atendida na igualdade). De modo similar, em w;s; =0, ou
w; =0 ou s; = 0 (restrigdo primal atendida na igualdade).

m Note que no PL (1), a restricdo do primal é de igualdade (Ax = b), garantindo
que w;s; = 0. Portanto, o gap de dualidade para o método de ponto interior em
desenvolvimento é apenas r’ x = 0.

m Com essas observacges, é possivel enunciar as condigdes de otimalidade de
Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para o caso de programagcio linear.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Relembrando II1

Teorema 2 (Karush-Kuhn-Tucker (KKT))

O ponto x é a solugio étima do PL (1) se e somente se existirem vetores w e r
tais que

@ Ax=b, x >0 (factibilidade primal)
@ ATw+r=c, r>0 (factibilidade dual)

@ r"x =0, (folga complementar)

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Estimativas duais I

m Chamaremos
wk = (AXZAT)1AXEc
como o vetor de estimativas duais correspondente 3 solucio primal xX, e além
disso
K=c—ATwk

como o vetor de custos reduzidos associados a xX.

~ ~ . T
Se rk >0, entdo w¥ torna-se uma solucio dual factivel e xK' rk = &7 X rk

torna-se o gap de dualidade do par (x"7 Wk). Quando e Xyrk =0 com rk >0

ent3o obteve-se uma solucio primal factivel em x¥, dual factivel em wX e a

condi¢c3o das folgas complementares foi satisfeita, isto é, otimalidade.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear
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Critério de parada

m As trés condigdes presentes no teorema de KKT podem ser usadas como
critérios de parada. Considerando um ambiente numérico n3o ideal de
implementacdo, algumas relaxa¢des podem ser aplicadas.

m Para testar a factibilidade primal, podemos considerar

IAK—b||
op="1—— "1 >0
Y ST

A soma de 1 no denominador ajuda na estabilidade numérica.

m Para testar a factibilidade dual (ndo negatividade dos custos reduzidos),
podemos considerar
oy Ll
[ ell+1
sendo que || r¥ || e || ¢ || sdo calculados apenas para as componentes i tais que
rit < 0.

m Para testar folga complementar, podemos considerar

Cc = cTxk—pTwk
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Algoritmo

Algorithm 1 Algoritmo primal afim escala

1: Sejam A, b e c os dados de entrada.

2: Encontre uma solucio inicial x% € 2;,; e faca k = 0.

3: Especifique uma precisdo € e um limitador de passo 0 < @ < 1
4: enquanto n3o convergir faga

Compute as estimativas duais wk = (AXZAT) 1AXZc;
Compute os custos reduzidos: rk = c— AT wk;

se 0y < € e 0. < € entao

Pare, encontrou o étimo;

fim se

10: Compute a dire¢ao d}’,‘ = —Xyrk
11:  se dy >0 ou dy =0 entdo

12: Pare, a solugdo é ilimitada ou x
13: fim se
14:  Determine o tamanho do passo @ = min; {%ﬁ)i | (d}’f); < 0},

k & 6tima e existem multiplas solucdes:

15: Atualize a solucio: xKt1 = xk 4+ oy X, d¥,
16: k=k+1
17: fim enquanto
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Observacoes

m A cada itera¢do, o gargalo (maior fonte de esforco computacional) é o cdmputo
de w* (inversso de uma matriz).

m Note que a factibilidade primal n3o é verificada no algoritmo, sendo
implicitamente considerada como sempre valida por construcdo. Contudo,
imprecisdes numéricas (truncamentos e arrendondamentos) podem ocasionar a
perda de factibilidade. Portanto, é recomendével que a mesma seja testada (ndo
necessariamente em toda iteragdo), e caso necessario, a factibilidade pode ser
restaurada pela Fase-l.

m E comum observar o seguinte comportamento para o valor da fun¢do objetivo:
decresce rapidamente nas primeiras iteracoes e desacelera nas proximidades do
étimo.

m O algoritmo pode mostrar sensibilidade (baixo desempenho) a degenera¢do do
primal.

m Em um experimento numérico realizado em [11], foram reportadas as seguintes
complexidades (levantadas com base em 137 problemas) para o ndmero de
iteracBes para os métodos Simplex e Afim escala, 0.7159m0-9522;0-3109 ¢
7.3385m001872,0.1694 ' rogpectivamente.
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Exemplo

m Frannie vende 3 cordas de lenha (1 corda equivale a 3.5m?%) todo final de ano.
Pode vender meia corda a R$ 90 ou uma corda a R$ 150. Como maximizar o

lucro?
max  90x7 4 150x min  —90x; — 150x2
Modelo : s.a %xl +x <3 = s.a %xl +x20+x3 =3
x1,x2 >0 x1,x2,x3 20

x3 = varidvel de folga, (1, %,2) = ponto inicial interior factivel. Resultado para
e=10"3ea=0095

X1 X2 X3 Oc¢ Oy CTXk
1.00000 0.50000 2.00000 -110.00000 8.782e-01 -165.00000
3.09432 1.35284 0.10000 18.40552 7.359e-02  -481.41477
5.80562 0.06764 0.02955 7.24340 1.919e-04 -532.65184
5.91075 0.04315 0.00148 1.54111 3.538e-05 -538.43957
5.99331 0.00216 0.00119 0.27862 2.412e-07 -539.72125
5.99681 0.00154 0.00006 0.05681 4.374e-08 -539.94317
5.99975 0.00008 0.00005 0.01065 3.444e-10  -539.98935
5.99988 0.00006 0.00000 0.00212 5.945e-11  -539.99788
5.99999 0.00000 0.00000 0.00040 4.944e-13  -539.99960

O~NO O WDN B+ OX
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emplo

m A figura mostrada a seguir ilustra a evolugcdo da solugdo para trés diferentes
situagdes: o =0.3, « =0.6 e &« =0.9. O nimero de iteragcdes foi 38, 15 e 10
respectivamente.

550
500
450
400
Qc&
50
~
300
250

200

150
15
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Convergéncia e complexidade

m Embora o algoritmo afim escala seja mais facil e intuitivo de se programar, sua
andlise é mais complexa do que, por exemplo, o algoritmo de Karmarkar.

m O préximo teorema apresenta algumas propriedades sobre a convergéncia do
algoritmo ([9, 5, 11, 10]).

Teorema 3

@ Se ambos os problemas primal e dual sdo ndo degenerados, ent3o para
qualquer o < 1, a sequéncia gerada pelo algoritmo converge para a solugdo
Stima.

o Pa_ra a< % a sequéncia gerada pelo algoritmo converge para uma solucao
Stima (degenerado ou no).

@ Existe um exemplo com um a < 1 associado para o qual o algoritmo
converge para uma solugdo nio étima.

~

m Para uma tolerancia € especificada, até o presente momento nio foi apresentada
uma prova que demonstra que o algoritmo afim escala fornece a solugdo 6tima
(dentro dessa tolerancia) em um nimero de iteragdes que é limitada
polinomialmente em n (existem evidéncias contrérias a esse fato, podendo no pior
caso também apresentar complexidade exponencial, como o Simplex).
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Solugao inicial via Big-M

m Assim como no método Simplex, uma alternativa para encontrar uma solugdo
inicial factivel é usar o método do Big-M.

m A técnica consiste em adicionar uma varidvel artificial x? associada a um
nimero positivo grande M no problema original (no caso, no PL (1)) de modo
que (x,x3) =(1,1,...,1,1) (n+1 componentes) torne-se um ponto interior
factivel para o seguinte PL

miny xa cTx+ Mx,
X
s.a [A b-—Ae] {XJ =b (5)
x?, x; >0

m Note que o ndmero total de varidveis é n+1 (no Big-M para o Simplex é n+ m).

m Ao aplicar o algoritmo primal escala no PL (5) (garantidamente factivel), ou
chega-se em uma solu¢do étima ou conclui-se que o problema ¢é ilimitado.

m Similarmente ao método Simplex, se ao terminar a otimizacdo x, permanece
positiva, entdo o PL original é infactivel.
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Exemplo

m Aplicando o método do Big-M no exemplo de Frannie (ja na forma padrio),
temos a formulagdo
min  —90x; — 150x2 + Mx,
Big-M : s.a %xl +x24+x3+0.5x; =3
Xi7Xa Z O

m Adotando o = 0.95, £ = 1073 e M = 1000, tem-se a seguinte solucio

k X1 X2 X3 X3 Oc (o cTxk

0 1.0000 1.0000 1.0000 1.00000 394.0 1.899e+-00 760.0

1 1.1527 12751 1.1234 0.05000 36.68127 4.019e-01 -245.0271
2 16679 2.0966 0.0561 0.02643 23.60498 1.432e-01 -438.1813
3 28783 1.5202 0.0399 0.00132 6.59636 8.726e-02  -485.7596
4 57900 0.0760 0.0283 0.00124  8.62056 2.089e-04  -531.2653
5 59086 0.0437 0.0014 0.00093 2.55931 3.673e-05  -537.4206
6 5.9930 0.0021 0.0011 0.00025 0.54564 2.560e-07  -539.4542
7 5.9959 0.0016 0.0003 0.00001 0.12099 6.322e-08  -539.8789
8 5.9994 0.0002 0.0000 0.00001 0.02113 1.290e-09  -539.9788
9 5.9998 0.0000 0.0000 0.00000 0.00494 1.235e-10  -539.9950
10 5.9999 0.0000 0.0000 0.00000 0.00080 5.764e-13  -539.9992

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear



Primal Afim-Escala
00000000000000000000000080000

Solugao inicial via Fase-I

m Inicialmente escolhe-se um ponto arbitrario x? > 0 e calcula-se v = b— AxP. Se
v =0, entdo x? é um ponto interior inicial factivel. Caso contrario considera-se o
seguinte PL de Fase-l com n—+1 varidveis

miny, U
X
s.a A V] {u} =b (6)
u, x; >0
m E imediato verificar que
0 0
u 1

é um ponto interior factivel para o PL (6).

m Como o PL (6) é limitado inferiormente por 0, o algoritmo primal escala
terminard com uma solugdo 6tima (x*,u*). Se u* > 0, entdo o PL original é
infactivel. Caso contrario x* é uma solu¢3o inicial factivel para o PL original.

m Explorando as estruturas das matrizes do PL (6), é possivel adaptar o algoritmo
afim escala para trabalhar no espago de dimens3o n, fornecendo vantagens. Por
exemplo, torna o cddigo menos suscetivel a imprecisdes numéricas.
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Exemplo

m Aplicando o método da Fase-l no exemplo de Frannie (j& na forma padrio) e
considerando x% = (1,1,1)7 (portanto v = b—Ax® = 0.5), temos a formulacio

min, u
Fase-I : s.a %xl +x+x3+0.5u0=3
Xj,u >0

m Adotando ot = 0.95, £ = 1073, tem-se a seguinte solucio

k X1 u Op [ Oc cTxk

0 1.00000 1.00000  0.00e+00 3.00000e-01 0.40000 1.000000

1 1.10556  0.05000 1.11e-16 5.78745e-04 0.04884 0.050000

2 1.11004 0.00250 1.11e-16 1.42306e-06 0.00250 0.002500

3 1.11026  0.00012 1.11e-16 3.55468e-09 0.00012 0.000125
Fim Fase-l / Inicio Fase-lI

0 1.11026 1.56e-05 4.58766e-01  28.83846  -283.283887
1 1.64781 1.56e-05 1.43728e-01 4.01540  -465.539772
2 5.23501 1.56e-05 3.38377e-03 10.08160 -528.070861
3 5.95616 1.56e-05 7.61757e-06 1.09983  -538.896007
9 5.99987 1.56e-05 9.21363e-15 0.01128  -539.988724
10  5.99987 1.56e-05  0.00000e+00  0.01126  -539.988743
11 5.99987 1.56e-05  0.00000e+-00  0.01126  -539.988742
100  5.99987 1.56e-05  0.00000e+00  0.01126  -539.988738
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Exemplo - continuacao

m O algoritmo n&o convergiu e foi terminado em fung3o do nimero maximo de
iteracdes. Note que ao iniciar-se a fase-ll, com a exclusdo da varidvel artificial u,
a factibilidade primal foi comprometida, ficando com um erro da ordem de 1075,

m Executando o algoritmo novamente, mas considerando € = 1079 na fase-|
(mantendo & = 1073 na fase-ll), obteve-se o resultado (convergente)

k X1 u Op Oy O¢ cTxk

0 1.00000 1.00000 0.00e+00 3.00000e-01 0.40000 1.000000
1 1.10556 0.05000 1.11e-16 5.78745e-04 0.04884 0.050000
2 1.11004 0.00250 1.11e-16 1.42306e-06 0.00250 0.002500
3 1.11026 0.00012 1.11e-16 3.55468e-09 0.00012 0.000125
4
5

1.11027  0.00001 1.11e-16  8.88632e-12 0.00001 0.000006
1.11027  0.00000 1.11e-16 ~ 2.22158e-14  0.00000 0.000000
Fim Fase-l / Inicio Fase-lI

0 1.11027 3.91e-08  4.58767e-01  28.84443  -283.289174
1 1.64783 3.91e-08  1.43729e-01 4.02510  -465.549110
2 5.23592 3.91e-08  3.38479e-03  10.07160 -528.080310
3  5.95627 3.91e-08  7.61939e-06 1.08871  -538.907125
4 5.99738 3.91e-08  3.07334e-08  0.09329  -539.906694
5 5.99886 3.91e-08  5.63820e-09  0.01986  -539.980140
6  5.99992 3.91e-08  3.76502e-11 0.00350  -539.996502
7  5.99996 3.91e-08  6.95083e-12  0.00074  -539.999258
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“Empurrao potencial”

m Uma maneira de permanecer longe das “pa-
redes’ do octante n3o negativo é por meio
do “empurrdo potencial’. A técnica consiste
em “empurrar” a solu¢do atual para longe da dk
fronteira, mantendo o mesmo valor da fun-
¢30 objetivo. Primeiramente define-se a fun-
¢do potencial (x > 0)

X2

Sol. recentralizada

n
p(x) = — Y log(x))
i=1 X1
que torna-se grande a medida que x se aproxima da fronteira (x; — 0). Portanto
a minimizacio de p(x) deve aplicar um “empurrio” em x* para longe da fronteira.
Matematicamente temos o seguinte problema de otimiza¢do

min,  p(x)

s.a Ax=b
cTx=cTxk
Xj > 0

A restricio ¢ T x = ¢ 7 x¥ garante que o valor da funcdo objetivo permanecerd
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Barreira logaritmica I

m Um outra alternativa para permanecer longe das fronteiras do octante nio
negativo é por meio da incorporagdo de uma fungdo de “barreira” na fungdo
objetivo, que fornece valores grandes nas proximidades da fronteira. A
minimiza¢3o desta fung3o objetivo modificada automaticamente levara a solucdo
para longe da fronteira.

m O método da barreira logaritmica consiste na solugdo do seguinte problema
(n3o linear) de otimiza¢do

n
min,  Fu(x)= c'x—p Z log(x;)
i=1
s.a Ax=b

x> 0,u>0

m Se x*(1) é uma solugdo Stima para este problema, e x*(1) tende para um valor
x* a medida que U se aproxima de zero, entdo x* é uma solu¢do étima para o
problema original.
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Barreira logaritmica 11

m Uma direcdo de busca pode ser determinada por meio do seguinte problema de
otimizagdo quadratico

1
Minx 5dTv2Fu(x)a/+(VF“(X))Td
s.a Ad=0
sendo VFy(x) =c—puX"1 e V2F,(x) = uX"2. Ou seja, diregdo de busca

(direcdo de Newton) pertence ao espago nulo de A e minimiza a aproximagio
quadrdtica de Fy(x). A solugdo 6tima é dada por

1
dy = ;df 4 Xk (/ —XkAT(AXEAT)*lAXk) e
A segunda componente pode ser vista como uma “for¢a” que move a solugio para
longe da fronteira. Ela também pode ser chamada de “for¢a centralizadora”, e o

algoritmo de “primal afim escala com forga centralizadora”.

m Com a barreira, é possivel mostrar que o algoritmo termina com o nimero de
itera¢des limitado por uma curva polinomial [2, 7, 6].
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Dual Afim Escala

m Considere o problema dual associado ao PL original dado em (1)

maxy, bTw
s.a ATwt+s=c (7)
5;20

m Similarmente ao dual Simplex, o algoritmo dual afim escala parte de uma
solugdo dual factivel e caminha em dire¢do a otimalidade aumentando
progressivamente a fun¢3o objetivo e mantendo a factibilidade.

m O algoritmo pode ser concebido do seguinte modo: A partir de uma solugio
inicial factivel interior (wk, s¥), isto é, que satisfaz
Aka—l—sk:c, sk>0

encontrar as direces (dX,dX) e um tamanho de passo By tais que

W = wk 4 Brdy,
skl =gk —|—ﬁkdsk

continuam sendo solucdes interiores e b7 wkt1 > pT ywk (fun¢3o objetivo
melhora).
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Transformacao

m Com relacio 3 manutencio da factibilidade de skt > 0, pode-se usar a mesma
estratégia utilizada no algoritmo primal, isto é, aplicando uma transformac3o,
“centralizando” sk em e. A matriz de transformac3o é dada por

si 0 0
k
s. 0
Sk:diag(sk): ) 2 ] o, Sk’lsk:e
0 0 - sk

Adotaremos u = S~1s para denotar a varidvel s transformada (s = Sk u).
Portanto, se dff é uma direc3o de melhoria no espaco transformado, ent3o a
direc3o correspondente no espaco original é dsk = Skdfj.

m Com essa transformacdo a distancia para as paredes do octante n3o negativo é
conhecida, e qualquer movimento de distdncia menor que um preserva a

factibilidade.

m Note que a varidvel w é irrestrita, ndo necessitando de um tratamento similar.
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Direcao

m Usando as definicdes de wkt1 e skt1 3 garantia da factibilidade de

AT Wkt L gkt = ¢
pode ser realizada por meio da imposigdo
ATdl +dk=0
m No espaco transformado, tem-se
ATdl +dfk=0= ATdX + Spdk =0= Spdf = —ATdl = dk = -5, 1ATdk

Com mais alguma manipula¢des e lembrando que A tem rank completo de linhas,
chega-se a
df = —(AS2AT)LAS 1dk

Definindo Qx = (AS, 2AT)1AS !, tem-se df = —Qyd
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Melhoria

m Para garantir b7 wkT1 > b7 wk, & necessario que
bWkt = pTwk 4 BbTdk = BibTdk >0
m Considere dk = —Qka, que fornece
bTdlk =—bT Qudl =b" QQl b=| b Qx>0

Portanto, temos que as seguintes direcdes de busca em w e em s (note que
dk = —AT dk) s3o dadas por

di = (AS2AT)tb,  df=-AT(AS2AT) b
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Tamanho do passo

m Com as direcBes de caminhada (factiveis e de melhoria) (dX;dX) em m3os, o
tamanho do passo P é definido pela positividade de skt1 Assim temos

@ Se dsk =0, entdo o problema dual tem uma fun¢do objetivo constante em
sua regido factivel e toda solu¢3o factivel é Stima.

@ Se d¥ >0 (mas #0), entdo o problema é ilimitado.
@ Caso contrario:

K
i [ (df)i<0p, O<a<1

Bk =min< a——"—
! _(dsk)l

m Similarmente ao caso primal afim escala, se definirmos
xK=-52dl = Axk = AS,2ATd) = b

Portanto, xX pode ser visto como uma “estimativa primal” no algoritmo dual afim
escala. Assim, se xK >0, ento ele é uma soluc3o factivel para o primal, com o
gap de dualidade dado por ¢”xK —bTwk. Se o gap for zero, entdo (wX;s¥) e x
sdo solugbes duais e primais étimas, respectivamente.

k
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Critério de parada

m As condigdes de KKT também podem ser utilizadas para testar a otimalidade
do problema. Note que a factibilidade dual é mantida durante a execu¢do do
algoritmo, e apenas a factibilidade primal e a folga complementar precisam ser
testadas.

m Como observado anteriormente, a restricdo Ax = b estd automaticamente
satisfeita para qualquer

xk=52AT(AS2AT) b

Portanto, se x > 0, ent3o ela é primal factivel. Uma observacdo interessante é que
se convertermos o PL dual (7) em um PL na forma padréo e aplicarmos o método
primal afim escala, a expressdo acima serd uma estimativa dual para o problema.

T

m A folga complementar pode ser testada impondo que 6. = c¢” xK — b7 wk seja

menor que uma certa quantidade especificada a priori.
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Algoritmo

Algorithm 2 Algoritmo dual afim escala

1: Sejam A, b e c os dados de entrada.

2: Encontre uma solucio inicial (w?;s°) interior e faca k = 0.

3: Especifique uma precisdo € e um limitador de passo 0 < @ < 1
4: enquanto n3o convergir faga

5. Compute as diregdes d = (AS; 2AT) ‘b e dk = —ATdf
6: se dX>0oudk=0entio

7: Pare, o problema dual é ilimitado ou (w;s*) é 6tima e existem miiltiplas

solug¢des;

8: fim se

9: Compute a estimativa primal: xX = —Sk’zdsk
10: se xk >0 e o. <€ entao
11: Pare, encontrou o étimo;

12:  fim se B

13:  Determine o tamanho do passo By = min; {a% | (df); < O}
14:  Atualize a solucdo: (w*t1;sK+1) = (wk;s%) + Bi(dk; d¥);

15: k=k+1

16: fim enquanto
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Exemplo

m Seja o PL dual para o problema de Frannie

max 3w
min  —90x; — 150x» s.a %Wl 45 =-90
Primal : s.a %xl +x2+x3=3 , Dual: wy +s» = —150
x1,x2,x3 >0 wi+s3=0
s1,52,83 >0

m Seja o ponto inicial interior factivel (w?,s%)7 = (-250,35,100,250)7. O
resultado para e =103 e ¢ = 0.95 &:

S1 S2 S3 %1 min(xk) Oc¢ bT Wk
35.000 100.0 250.000 -250.000 1.50e-01 2.65e+02 -750.0000
1.750 33.500 183.500 -183.500 1.08e-03 1.17e4+01 -550.5000
0.088 30.175 180.175 -180.175 2.83e-06 5.29e-01  -540.5250
0.004 30.009 180.009 -180.009 7.09e-09 2.63e-02 -540.0262
0.000 30.000 180.000 -180.000 1.77e-11  1.31e-03  -540.0013
0.000 30.000 180.000 -180.000 4.43e-14 6.56e-05 -540.0000

b~ WD R OlXx
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Observacoes

m Observando que o algoritmo dual afim escala é equivalente ao primal afim
escala aplicado ao problema dual, propriedades de convergéncia similares podem
ser obtidas.

m O gargalo do esforgo computacional é o mesmo, mais precisamente, na invers3o
(AS2AT)™L (no primal era (AX,2AT)™1).

m O algoritmo dual possui uma tendéncia geral em convergir mais rapido que o
primal.

m O problema de perda de factibilidade é menos sério no dual do que no primal.
Mesmo que no cémputo de d,fv ocorram erros de truncamento e arredondamento
(principalmente na inversa de AXk_2AT), a diregdo d¥ = —AT d¥ ainda pode ser
factivel.

m O algoritmo dual é menos sensivel a degeneracdo do primal, mas ainda sensivel
a degeneragdo do dual.

m O algoritmo dual melhora rapidamente a fun¢do objetivo. Contudo, a
factibilidade primal é lenta.
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Solugao inicial via Big-M

m No caso especial de ¢ > 0, ent3o temos

que w® =0 e s% = ¢ é uma solucdo inte-

rior factivel inicial. Caso contrario pode-

mos aplicar o método do Big-M usando

uma varidvel artificial w; e um custo as-

sociado de elevado valor M, gerando a { 1
pi =

maXy, w, bTw+ Mw;,
s.a ATw+pw,+s=c (8)
s>0

se ;<0
0 seci>0

(9)

formulagdo dada em (8) e com o vetor
p € R" definido em (9).

m Computando € = max;|c;|, escolhendo 6 > 1, é possivel construir a seguinte
solu¢3o inicial factivel para o PL (8)

(WO, w2, s =(0,...,0,—6¢,c+602p) "

m Note que w, comega com —0¢ < 0 e é forcado a aumentar de valor no
procedimento iterativo pois M é grande. Em algum momento é esperado que o
valor de w; torne-se ndo negativo, caso contrario o PL original é infactivel.

m Quando w; estiver muito préximo ou cruzar o zero, toma-se w = wk e
5=sk —|—pwak como solugdes iniciais para o problema original.
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m Aplicando o Big-M na forma dual do problema de Frannie (j& na forma padr3o),
tem-se

Frannie Dual Big-M :

max
s.a

3wy + Mw,
%wl—&—wa—ksl =-90
w1 + wy+sp = —150
w1+ w,+s3=0
s1,%2,53 >0

m Escolhendo 6 =2, € =103, o = 0.95, M = 100, tem-se o ponto inicial factivel

(w9, w?,s%) T = (0,-300,210,150,300) 7. O resultado é:
k 51 53 wy W; min(xy) Oc bT wk
0 210.000 300.000 0.000 -300.0 -7.5e+01 2.3e+04 -30000.000
1 10500 339.455 -477.910 1384 -7.1e+01 1.9e+04 12411.777
Fim Big-M / Inicio Fase-Il
0 148955 477.910 -477.910 5.2e-01  1.0e+03 -1433.7304
1 7.448 194896 -194.896 1.5e-02  5.6e+01 -584.6865
2 0372 180.745 -180.745 5.0e-05 2.3e4+00 -542.2343
3 0019 180.037 -180.037 1.2e-07  1.1e-01  -540.1117
4 0001 180.002 -180.002 3.2e-10  5.5e-03  -540.0055
5 0.000 180.000 -180.000 8.0e-13  2.7e-04  -540.0002

R. C. L. F. Oliveira
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Barreira logaritmica

m Assim como no caso primal, o algoritmo dual afim escala também pode ser
modificado com a inser¢do de uma barreira logaritmica, que fornecerd valores
altos nas proximidades das fronteiras, e consequentemente “empurrando” a
solugdo para longe da fronteira.

m Adotando um desenvolvimento similar ao caso primal, a direcdo de busca
resultante é

du = %(A5;2AT)*1b— (AS 2AT) 145, Te

m Note que d¥ = (ASk_QAT)‘lb e a segunda parcela é o termo adicional que
produz a “forca” que leva a solucdo para longe da fronteira. O método dual afim
escala com essa adaptagdo é conhecido como “dual afim escala com forga
centralizadora".

m Com essa modificacdo, é possivel mostrar que, com a escolha apropriada do
valor de u e do tamanho do passo, o algoritmo termina em um nidmero de
iteragdes limitado por uma curva polinomial [7].
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Algoritmo Primal-Dual — Concepcao

m Considere o PL primal dado em (1) com a seguinte modificacdo na fun¢do
objetivo
n
mine —uY" log. ()
i=1
s.a Ax=0>b
m Considerando uma regido factivel poliedral, o PL (10) tenderd a produzir uma
solug¢do préxima do centro do poliedro, pois solugbes préximas das fronteiras
(onde sempre algumas varidveis x; se aproximam de zero) “penalizam” a fung3o
objetivo (chamada de barreira logaritmica).

(10)

m “Mesclando” a fung3o objetivo original com a fungdo objetivo de (10), teriamos
um PL em que podemos criar um compromisso entre otimalidade (i — 0) e
“centralidade” (it crescendo indefinidamente). O algoritmo primal-dual é
concebido a partir dessa estratégia, denominando o caminho de solucdes
produzidas pela variagdo de [t como caminho central.

m O caminho central fornece uma espécie de “caminho seguro” para a otimalidade,
pois impede uma aproximac3o rapida das fronteiras da regido factivel. Os
métodos de pontos interiores que utilizam essa técnica sdo conhecidos como
métodos “seguidores de caminho” (em inglés, path-following).
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Algoritmo Primal-Dual — Preliminares I

m Considere os PLs primal e dual dados em (1) e (7), respectivamente.

m O desenvolvimento do algoritmo primal-dual requer as seguintes hipdteses
H1 O conjunto .¥ = {x € R" | Ax=b, x> 0} é ndo vazio
H2 O conjunto 7 = {(w;s) ER™ xR" | ATw+s=c, s> 0} é nio vazio.
H3 A matriz A tem rank completo de linhas.

m Considere agora o PL primal (1) com a barreira logaritmica (e levando em conta

x>0)
n
min c'x—pu Z loge(x;)
i=1 (11)
s.a Ax=b
x>0
e o problema dual (7) também com a barreira logaritmica (também levando em
conta s > 0)
n
max b'w+pu Z loge(s;)
i=1 12
sa Alw+s=c (12)

s>0
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Algoritmo Primal-Dual — Preliminares 11

m As solugdes 6timas dos PLs (11) e (12), parametrizadas em 1, podem ser
caracterizadas pelas condi¢bes de otimalidade de KKT

Ax=b x>0 (factibilidade primal) (13a)
ATw+s=c s>0 (factibilidade dual) (13b)
XSe—pue=0 (folga complementar) (13¢)

com S = diag(s) e X = diag(x). Além disso, utilizando as hipdteses
estabelecidas, é possivel mostrar que, 3 medida que  — 0, a solu¢do x(u) de
(11) tende para a solug¢do Stima x* de (1), e a solugo (w(u);s(u)) de (12)
tende para a solu¢do Stima (w*;s*) de (7).

Considerando u > 0, seja

M= {(x(u)iw(u)is(u)) | (c(u); w(p);s(u)) resolve (13) para algum u > 0}

um conjunto que denota o caminho (em inglés, path) das solugdes de (13). A
medida que ¢ — 0, o caminho I leva as solugBes Stimas primais duais (x*; w*;s*).
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Algoritmo Primal-Dual — Preliminares 111

m De modo resumido, o algoritmo primal-dual parte de uma solugao inicial
(x%w?;s%) €. x 7 e produz uma sequéncia de pontos (x*; wk; s¥) escolhendo
adequadamente uma direcio de movimento (d¥;dX;d*) e um tamanho de passo
B* a cada iteracio (x¥; wk;s¥),

m Antes de investigarmos a diregdo de movimento, apresentaremos (de modo
resumido) o Método de Newton.
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Método de Newton

m O método de Newton € uma das técnicas mais utilizadas para computar as
raizes de um sistema n3o linear de equagdes, consistindo basicamente em aplicar
aproximacoes lineares iterativamente.

m Seja F(z) um mapeamento n3o linear R” — R" e o objetivo é encontrar um
z* € R tal que F(z*) = 0. Para um dado ponto inicial z°, 0 método consiste em
encontrar uma direcdo A, tal que F(20+Az) = 0. Adotando uma expansio em
série de Taylor para F(z) (uma vez que trabalhar com a F(z) original é invidvel
no caso geral), tem-se

FE+8) = FE) + 00 ()= [52)]

) z:zo

sendo J(z°) a matriz Jacobiana. Igualando essa aproximag3o a zero, tem-se o
sistema linear de equa¢des (numa iteragdo k genérica)

J(Z)A, = —F(Z)

cuja solugcdo permite a determinagcdo de um nova solugdo PR zk—&—dé‘, com
d¥ = A,. Quando J(z¥) é n3o singular e o ponto inicial z° é “préximo o
suficiente” da solu¢do z*, o método de Newton converge quadraticamente para z*.
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Computo das direcoes |

m Reescrevendo as condi¢des dadas em (13) em termos de uma fungdo, tem-se

Axk —b
F((x*;wk: k) = [ATwk +sk — ¢
X Ske— e
A partir do cédmputo do Jacobiano no ponto (xk; Wk;Sk), as direcoes de Newton
(d¥;d¥: d¥) podem ser determinadas por meio do seguinte sistema linear de

equagoes
A 0 07T[dk b— Axk
o AT | di| = |c— ATwk —sk
Sk 0 Xk dsk ,uke—XkSke
—_——
J()

Criando os termos auxiliares

th = b— Axk, uk=c— ATwk—sk, vk:,uke—XkSke
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Computo das direcoes 11

é possivel reescrever o sistema de equagdes na forma

Adk =tk (14a)
ATdl +dk = u* (14b)
Sidk 4+ Xy dk = vk (14c¢)

m Manipulando estas expressdes e definido X,:lvk = ,ukX,:le— Spe = pk tem-se
as seguintes direcoes de Newton

dk = X, S ! <pk—dsk) (15a)
-1

dk = (Axks;lAT> (AXkS,:l(uk -+ tk> (15b)

df =uk—ATdk (15¢)

m Elaborando um pouco mais a dire¢ao df, podemos obter

~ ~ ~ ~ ~ ~ -1
d¥ = ukDy Py DX e — Dy Py Dyc+ DZAT (ADEAT) £

K
dk dgiy K
ctr obj dfeas

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear



Primal-Dual
0008000000

Computo das direcoes 111

. 1 R . -1, ) )
com D2 = X, S ' e P =1 — D AT (ADEAT) ADj, (matriz de projecio no
espaco nulo de Aﬁk)

m O termo d%, é chamado de direc3o de centralizagdo (evita a proximidade da
fronteira primal). O segundo termo df;bj é chamado de direc3o de reducdo da
fun¢do objetivo (menos gradiente primal projetado). O terceiro termo d}‘eas é

chamado de direc3o de factibilidade, pois t* mede a factibilidade primal.

m Se x0 estiver longe da regido factivel, t9 ser3 alto, e o esforco inicial do
algoritmo é encontrar um ponto factivel o mais préximo possivel da trajetdria
central.

m Anélises similares podem ser realizadas com dX e dX.

m Caso pontos iniciais factiveis x* € .7 e (w;s¥) € 7 (implicando que uk =0 e
th = 0) estejam disponiveis, é possivel simplificar as direcdes de movimento, e

poderiamos construir um algoritmo primal-dual que parte das factibilidades primal
e dual (para mais detalhes ver [1, Secdo 7.3.2]) e as mantém durante a execu¢io
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Computo das direcoes IV

do algoritmo. Quando uma soluc3o inicial factivel ndo esta disponivel, pode-se
aplicar uma formulagdo Big-M.

m Contudo, desenvolveremos o algoritmo primal-dual levando em conta apenas
que est3o disponiveis X% >0 e s > 0 e as factibilidades primal e dual s3o
atingidas durante a execucdo. Embora essa versao n3o tenha mais provas
rigorosas de convergéncia, ela é mais pratica de ser utilizada.
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Tamanho do Passo

m Tamanho do passo: Uma vez que as direcoes de movimento estdo calculadas,
produz-se novos pontos

Xkt = xk 4 Bpdk (16a)
whktl = wk + Bpdk (16b)
skl = sk Bpdk (16¢)

tais que x*T1 >0 e skT1 > 0. Os passos primal (8p) e dual (Bp) podem ser
determinados da seguinte maneira (dado a < 1)

1
Pe = max{l,—dfl,/ocxl-k} (172)
Bo = . (17b)

max{1,—dk/ask}

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear



Primal-Dual
0000080000

Ajuste da penalidade e do critério de parada

m Embora varias iteragdes do algoritmo sejam necessdrias para que a solugao
convirja para a trajetéria central definida por um valor fixo de u¥, em
implementacdes praticas em geral o valor de u* muda (diminui) a cada iteracio
pois, para que a condi¢do de folga complementar seja atendida, ele precisa ser
levado a zero.

m Um critério que pode ser adotado para reduzir o valor de [.Lk é

o
k= T“(sk)Txk, oy <1

em que oy é um fator utilizado para acelerar o decrescimento de /.Lk.

m Com relagdo aos critérios de parada, podemos usar a factibilidade primal (tk), a

factibilidade dual (u¥) e a folga complementar vX.
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Algoritmo

Algorithm 3 Algoritmo primal-dual

A

16:
17:

Sejam A, b e ¢ os dados de entrada .
Seja uma solucgo inicial (x%w?;s%) tal que xX® >0 e s9 > 0.
Especifique as precises €1, & e €3, as constante, a,0y <1 e faga k = 0.
enquanto n3o convergir fagca
Compute uk = oy (x¥)Tsk/n, thk = b— AxK, uk = c— ATwk — sk, vk =
,u"e — X, Sie, pk = Xk_lvk.
Compute as violagdes o, =| t || /(|| b|| +1) e og=| u | /(|| c || +1);
se uk <e1 e o, <& eoy<e; entdo
Pare, encontrou o étimo;
fim se
Compute as direcdes d¥, dX e d¥ usando (15).
se (tk=0edk>0ecTdf<0)ou (uk=0edl>0eb"dk >0) entio
O problema primal (dual) é ilimitado; Abandone.
fim se
Determine os tamanhos de passo Bp e Bp usando (17).
Atualize a solu¢do usando (16).
k=k+1
fim enquanto
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m Aplicando o algoritmo primal-dual no problema de Frannie com as seguintes
escolhas: x® = (1,1,1)7, w® =0, s =(1,1,1)7, ® =0.99, 6, =0.85 e £ = 1073,
tem-se os seguintes resultados

R. C. L. F. Oliveira
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k X1 wi ,uk Op (o bT wk cTxk

0 1.000 0.000 8.50e-01 1.25e-01 1.00e+0 0.000 -240.0000
1 1.539 -1.360 1.27e-01 1.24e-01 9.87e-01 -4.080 -397.4498
2 3.007 -3.935 6.78e-03 1.21e-01 9.69e-01 -11.806  -422.2117
3 5.008 -4.094 2.87e-04 1.21e-01 9.69e-01 -12.280 -452.2634
4 5029 -83.112 2.62e-03 1.21e-01 5.33e-01 -249.336 -452.6738
5 5557 -180.001 1.59e-03 5.53e-02 4.50e-17 -540.003 -500.1913
6 5999 -180.000 1.31e-03 0.00e+0 4.71e-17 -540.001 -539.9968
7 5999 -180.000 1.12e-03 1.1le-16 8.88e-17 -540.001 -539.9973
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Exemplo do sapateiro 1

m Seja o problema do sapateiro

maxyx X1+ X miny —x3—Xx2

s.a 2x1+x0 <8 s.a 2x1+x0+x3 =8
x1+2x% <7 = xX1+2x0+x4=7
x <3 x2+x5=3
x; >0 x; >0

m Aplicaremos os trés algoritmos apresentados nesta aula, utilizando os seguintes
pardmetros: € =1073, ¢ =0.95 e

@ PAE: x°=(0.1,0.1,7.7,6.7,2.9) T

@ DAE: w? =(-2,-2,-1)7, s"=c—-ATwO,

@ PDAE: x% usado no PAE e w® e s? usando no DAE, 6 =0.4.
m O resultado do algoritmo PAE é mostrado a seguir

k op oy Oc cTxk

0.00e+00 5.84410e-01 0.18774 -0.200000
1.65e-16  8.88564e-02 0.27010 -4.444289
3.77e-15  8.23370e-04 0.08202 -4.920450
2.75e-14  9.17983e-05 0.01651 -4.983268
4.50e-14  1.27150e-06 0.00300 -4.997003

A wWONREO
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mplo do sapateiro 11

m Na sequéncia é apresentado o resultado do algoritmo DAE

min(xy) Oc bT wk
1.14e4+00 3.02e4-01 -33.000000
-5.01e-01  4.25e+00  -9.061404
4.00e-02 6.05e-01 -5.561431
-2.58e-03  1.17e-01 -5.116246
-2.07e-03  3.23e-02 -5.032653
3.66e-07 7.78e-03 -5.007769
-5.09e-08  1.94e-03 -5.001940
-3.95e-07  4.70e-04  -5.000470
5.67e-10 1.15e-04  -5.000115

O~NO O WNN - OX
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Exemplo do sapateiro 111

m E finalmente é apresentado o resultado do algoritmo PDAE

R. C. L. F. Oliveira
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k pk op o4 bTwk cTxk

0 2.62e400 0.00e+00 0.00e+00 -33.000000 -0.200000
1 1.05e+00 3.69e-17  0.00e+-00 -14.219930 -1.099930
2 4.20e-01 7.37e-17  0.00e4-00  -7.451449  -2.203449
3 1.68e-01 0.00e+00  3.25e-17 -6.189671  -4.090471
4 6.72e-02 3.38e-16 4.02e-17 -5.384614  -4.544934
5 2.69e-02 2.12e-16 8.02e-17 -5.230569  -4.894697
6 1.07e-02 1.30e-15 3.86e-17 -5.078878  -4.944529
7 4.30e-03 1.54e-15 6.31e-17 -5.032202  -4.978463
8 1.72e-03 2.45e-16 9.16e-17 -5.012900  -4.991405
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m A figura mostrada a seguir ilus-
tra a sequéncia de pontos gera-
das pelos trés algoritmos. Note
que o algoritmo PDAE apresen-
tada uma trajetéria mais “cen-
tral”.

m Note que o algoritmo PAE se
aproxima rapidamente da fron-
teira, e que o ponto fora da re-
gido factivel produzido pelo al-
goritmo DAE é coerente, pois
o DAE trabalha com a factibi-
lidade da restricao dual

(em termos de w e s) e a figura

apresentada é mostrada em termos de x (mais

precisamente em termos de x1 e x2).

R. C. L. F. Oliveira
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emplo do sapateiro V

m A figura ao lado mostra um
“zoom" préximo do ponto étimo.
Note que os algoritmos PAE e
DAE apresentam o caracteris- X .
tico comportamento de zig-zag
produzidos pelos métodos base-
ados no gradiente.

X2

m O método PDAE se aproxima
de étimo de uma maneira mais
“central”.

X1

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear



Primal-Dual
0000000008

Referéncias I

@ S.-C. Fang and S. Puthenpura.
Linear optimization and Extensions: Theory and Algorithms.
Prentice Hall, Englewood Cliffs, New Jersey, 1993.

@ C. C. Gonzaga.

An algorithm for solving linear programming problems in o(n3/) operations.

In N. Megiddo, editor, Progress in Mathematical Programming, pages 1-28.
Springer-Verlag, New York, 1989.

@ A. Grigorev.
The fundamental theorem of linear algebra.
Technical report, Technische Universitat Berlin.

http://alexeygrigorev.com/projects/imsem-ws14-1ina/imsem.pdf.

[ V. Klee and G. J. Minty.
How good is the simplex algorithm?

In O. Shisha, editor, Inequalities Ill, pages 159-175. Academic Press, New
York, 1972.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear


http://alexeygrigorev.com/projects/imsem-ws14-lina/imsem.pdf

Primal-Dual
0000000008

Referéncias 11

@ W. F. Mascarenhas.
The affine scaling algorithm fails for stepsize 0.999.
SIAM Journal on Optimization, 7(1):34-46, February 1997.

[l R.D.C. Monteiro and I. Adler.
Interior path following primal-dual algorithms. part i: Linear programming.
Mathematical programming, 44(1-3):27-41, 1989.

[ C. Roos and J.-P. Vial.
Long steps with the logarithmic penalty barrier function in linear
programming.
In J. Gabszevwicz, J. F. Richard, and L. Wolsey, editors, Economic
Decision-Making: Games, Economics, and Optimisation, pages 433—-441.
Elsevier Science Publishers, Amsterdam, Holland, 1990.

@ G. Strang.
The fundamental theorem of linear algebra.
American Mathematical Monthy, 100(9):848-855, November 1993.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear



Primal-Dual
0000000008

Referéencias I11

@ T. Tsuchiya and M. Muramatsu.

Global convergence of a long-step affine scaling algorithm for degenerate
linear programming problems.

SIAM Journal on Optimization, 5(3):525-551, August 1995.

@ R. J. Vanderbei.
Linear Programming: Foundations and Extensions.
Springer, 3 edition, 2008.

@ R. J. Vanderbei, M. S. Meketon, and B. A. Freedman.
A modification of karmarkar's linear programming algorithm.
Algorithmica, 1(1-4):395-407, 1986.

R. C. L. F. Oliveira I1A881 - Otimizagdo Linear



	Aula –Introdução a pontos interiores
	Tópicos
	Introdução
	Primal Afim-Escala
	Dual Afim-Escala
	Primal-Dual


