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Pontos Extremos e Otimalidade
Recapitulando

m Observou-se na Figura 6 da aula “Introdugdo a Programacao Linear” que quando
uma solugao 6tima de um PL existe, entdo um ponto extremo 6timo também existe.
Na sequéncia mostra-se que essa observacao é sempre verdadeira.

m Considere o problema de programagao linear

min  ¢Tx
s.a Ax=b (1)
x>0

e sejam X4, ..., X, € dy, ..., dy 0s pontos extremos e as diregdes extremas
associadas as restri¢oes, respectivamente. Da aula anterior sabemos que qualquer
ponto que atende as restricdes pode ser representado na forma

k 4 k
X= ZA]X]—&-Z,LL,‘d,‘, le:‘h )szo, wi>0,j=1.. .k i=1,../4¢
j=1 i= j=1
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Pontos Extremos e Otimalidade
epresentacao Equivalente do PL

Portanto, o problema (1) pode ser equivalentemente representado em termos das
variaveis A; e u; na forma

k l
min Y (e"x;)A+ ¥ (e7d));
j=1 i=1

k
s.a ) A=1,
j=1
ljzo, w>0j=1...k i=1,.../¢

m Assume-se que k > 1. Observacdes: (a) se ¢’d; < 0 para algum i, entdo o valor
minimo da fungdo objetivo &€ — (note que u; sdo variaveis nao negativas e
irrestritas); (b) se ¢7d; > 0 para todo i, entdo garante-se uma solugéo 6tima limitada
(em caso de factibilidade); (c) para minimizar o termo Z]’-‘:1 (ch,-))L-, escolhe-se o
menor ch,- (por que?), garantindo uma solugdo étima em um ponto extremo; (d)
caso acontega ¢’ x;, =c¢’x;, =--- = ¢'x;, entdo existem multiplas solugdes 6timas,

dadas por qualquer combinagao convexa dos pontos extremos X, ,.. X,
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Pontos Extremos e Otimalidade

Exemplo [

m Exemplo: Considere o poliedro X definido pelas restricoes
X:{XGRZ P =Xy + X0 <2, —X1+2X <6, x; >0, Xo 20},

que contém 3 pontos extremos e 2 diregdes extremas dadas por

T [

e ilustradas na Figura 1 (a). Ao minimizar a funcao x; —3x» na regido factivel,
percebe-se que o problema é ilimitado. Nesse caso temos

c’[xi xg x3 dy dp]=[0 -6 —10 1 -1]
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Pontos Extremos e Otimalidade
Exemplo II

X2 X2

v b
d . e
X1 X1 |2
i X1 ol X1
= [Js] @

Figura 1: DiregOes extremas e otimalidade:

(a) valor étimo ilimitado. (b)
valor étimo limitado.

R. C. L. F. Oliveira
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Pontos Extremos e Otimalidade
Exemplo Modificado

Reformulando o problema na forma (2), tem-se

min 044 —6A2 — 10Az3 + pq — uo
s.;a MAAt+iz=1,
ljZO, >0 j=1,..3i=1,...2

Claramente a fungao objetivo é ilimitada (—<) pois & possivel escolher pip — .

m Alterando a fungao objetivo para 4x; — x», a solugdo 6tima ocorre no ponto
extremo x, = [0,2]7, como mostra a Figura 1 (b). Nesse caso temos

c’[x;y xo x3 dy dp]=[0 -2 4 4 7]
com a seguinte reformulacao
min 0y — 24> +4A3+4uq + 71
s.a MtA+Ag=1,
A>0,p;>0,j=1,..38i=1,..2

Como os coeficientes de 4 e u» sao positivos, escolhe-se uy = uo = 0. Adotando
A =2A3 =0e A, =1, tem-se a solugédo étima no ponto extremo X».
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Pontos Extremos e Otimalidade

Interpretacao Grafica

T T

m Interpretacdo grafica: minimizar ¢’ x corresponde a mover o plano ¢’ x = z,
sendo z uma constante, na diregido —c o mais longe possivel. No caso ¢ = [1,-3]"
o plano pode ser movido indefinidamente e ainda permanecer dentro da regido
factivel, portanto o valor étimo & —e. Por outro lado, quando ¢ = [4,—1] T s6é
possivel mover o plano até xo permanecendo dentro da regiao factivel.
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Solucdes Basicas
Definicoes I

m Considere o sistema de restricdes AXx=b, x> 0,comAc R™" bcRMe
assuma rank(A,b) =rank(A) = m.

Definicao 1 (Solugao Basica)

Seja a decomposicao A = [B,N], com B € R™ ™ invertivele N € R™<"—M_A
solugdo x =[x}, x[]T para o sistema de equagées Ax = b, sendo

xg=B'b, xy=0

€ chamada de solugdo basica do sistema.

Definicao 2 (Solugédo Basica Factivel)

Sex = [xL,x}]T é uma solugdo bésica do sistema Ax=b e xg >0, entdox é
chamada de solugdo basica factivel do sistema.

m A matriz B é chamada de matriz basica (ou base) e N é chamada de matriz nao
basica. As componentes de xg sdo chamadas de variaveis basicas (ou variaveis
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Solucdes Basicas

Definicoes II

dependentes) e as componentes de xp sdo chamadas de variaveis ndo basicas (ou
variaveis independentes)

mXxg > 0, entdo x € chamada de uma solugao basica factivel ndo degenerada. Se
xg tem pelo menos uma componente nula, entdo x é chamada de uma solugéo
basica factivel degenerada.
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Solucdes Basicas
Exemplo

m Exemplo: Considere o conjunto poliedral definido pelas desigualdades

X{+x <6
Xo < 3
x>0,i=1,2
que pode ser representado por restricoes de igualdade ao introduzir-se variaveis de
folga, isto &,
X{+Xo+X3 =6
X2 +x4 =3

X>0,i=1,..4

Note que a matriz A é dada por

11 1 0
A:[a1 a> as 34]2{0 10 1}
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Solucdes Basicas
Exemplo - Continuagdo

Solugdes basicas factiveis podem ser encontradas por meio de matrizes quadradas
B tais que B~ 'b seja ndo negativo. Possibilidades:

I o R e
@ o=fp Sone=[i]-erw=ff =[]
0 s=[ ofra=[g]-en=f. we[i]-f
@ o[} Pone=[i]-o0=[3] wi[i]-f
I R S M B
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Solucdes Basicas

Exemplo - Representacdo Gréfica

2 A

>

Figura 2: Solugdes basicas factiveis.
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Solucdes Basicas
Exemplo - Continuagdo

Note que (4) € apenas uma solugao basica. As quatro solugédo basicas factiveis

sdo: ) )
3 6 0 0
Xy = 3 X2 = 0 X3 = 3 X4 = 0
0|’ 0|’ 31’ 6|’
0 3] 0 3

Projetando no espago (x1, o), tem-se os pontos

3] [e] [o0] [o

37 10]" 8] [0]’
que sao os pontos extremos da regiao factivel (ver Figura 2). Neste exemplo o
ndmero maximo de bases € menor ou igual a

4 41
(2>:ﬁ:6

Note que [aq,a3] ndo gera uma base.
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Solucdes Basicas

Numero de Solugdes Bésicas

m No caso geral, o nUmero maximo de solucdes basicas é dado por

(m) = e

m Maneira alternativa de visualizar solugdes basicas: cada desigualdade (includindo
as restricdes de ndo negatividade), € unicamente associada a uma certa variavel.
Por exemplo, a restrigao xq; + xo < 6 pode ser associada a variavel x3, e x3 =0
define a fronteira do semi-espago correspondente a x; + xo < 6. A restricao xy >0
€ associada a variavel x; (ela mesma) e a reta x; = 0 define a fronteira do
semi-espacgo definido pela restricdo x; > 0. A Figura 3 apresenta uma ilustracéo
das fronteiras de todas as restricdes do exemplo anterior.

m Solugdes basicas correspondem a intersecao de duas retas. As linhas
correspondem as variaveis nao basicas. Note que nao ha intersegao entre as
linhas xo = 0 e x4 = 0, portanto ndo existem solugdes basicas em que essas duas
variaveis sdo nado basicas. Determinada a regido factivel, determina-se as solugbes
bésicas factiveis.
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Solucdes Basicas
Interpretacao Grafica

-
>
o
% X1
Il N\
— o
<

Figura 3: Solugdes basicas factiveis.

X{+X0<6—=X3, X2<3—=X4, X1>0—=x1, X0>0—=x
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Solucdes Basicas

Exemplo [

m Exemplo: Considere o sistema de desigualdades

Xi1+ X0 < 6
X2 <3
X1 +2x0 <9
x;>0,i=1,2
ilustrado na Figura 4. A regido factivel é a mesma do exemplo anterior, uma vez

que a restricdo x; +2x, <9 é “redundante”. Introduzindo-se variaveis de folga,
chega-se no sistema de igualdades

X1+ Xo+X3 =6
Xo + X4 =3
X1+2X2 + X5 =9

x;>0,i=1,...,5
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Solucdes Basicas

Exemplo - Regido Factivel

2 A

>

Figura 4: Solugdes basicas factiveis.
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Solucdes Basicas
Exemplo - Continuagdo

Note que

1
Considere a solugéo basica factivel B = [aq,a2,a3]:

Y B

Esta solucao é degenerada, pois x3 = 0. Agora considere duas outras solugbes
bésicas factiveis

111 00
A:[a1 a as ag 35]2 o1 0 1 0
2 0 0 1

o - 2 =1 an o

Xq 11 1 6 . 0
Xg=|x2|=]0 1 1 3| =13]. XN:{S}:H
| X4 | 1 2 0 9
] 11 0] '[e] [3] . 0
Xg=|X|=[0 1 0 3| = |3], xN:{S}:H
xs] |1 2 1 9
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Solucdes Basicas
Exemplo - Continuagdo

As trés bases fornecem a mesma solugéo bésica factivel, representando o mesmo
ponto extremo projetado no R?, dado por [3,3]”. Esta solugao basica factivel &
degenerada pois cada base associada tem uma variavel basica nula. Os pontos
extremos restantes (ver Figura 4) correspondem a solugdes basicas factiveis nao
degeneradas.

m Note que a degeneragdo nao acontece apenas quando existem restricdes
redundantes (ver Figura 7 da aula Geometria da Programagao Linear).
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Solucdes Basicas Factiveis e Pontos Extremos

elacdo entre solugdes bdsicas factiveis e pontos extremos |

m O préximo teorema mostra que solugdes basicas factiveis e pontos extremos séao
conceitos equivalentes.

Teorema 1

SejaX = {x: Ax=Db, x > 0} um poliedro ndo vazio. X é um ponto extremo de X se,
e somente se, X é uma solugdo basica factivel.

m < Seja X uma solugao basica factivel e suponha que

[ X1 U V1
- X u, v,
x=|""|=a| " |+(1-a)| " |,0<a<1,uveX
0 U1 Vi1
L 0 L Up | L Vn |
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Solucdes Basicas Factiveis e Pontos Extremos

elacdo entre solugdes bdsicas factiveis e pontos extremos 11

E necessario mostrar que u = v para que X seja ponto extremo. Claramente, para
i=m+1,... n,tem-se que u; = v; = 0. Como Au = Av = b, tem-se que
A(u—v) =0. Adotando a decomposicao A = [B,N], tem-se

n

m
Au—v)=0= Y (y—v)bj+ Y (u—v)nj=0=u=y
= :

i=m+1

pois as colunas b; s&o linearmente independentes (B € uma base). Consequéncia:
u = v e portanto X € um ponto extremo.

m = Suponha que X ndo é uma solugao basica factivel, ou seja, as colunas de B
sao linearmente dependentes. Portanto, existe um vetor u # 0 tal que Au=0
(ui=0, i=m+1,...,n). Para um valor € suficientemente pequeno, os pontos
X + eu sao factiveis e

1 1

X = é(x+eu) + E(x—eu)
Portanto, X nao € um ponto extremo.
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Solucdes Basicas Factiveis e Pontos Extremos

Degeneracao e Resumo

m Toda solugao basica factivel & equivalente a um ponto extremo. Contudo, pode
existir mais de uma base correspondendo a mesma solugao basica factivel (ou
ponto extremo). Isso pode acontecer na presenga de degeneracao, como ilustrado
em um exemplo anterior.

mSejao PL
min ¢’x
s.a Ax=b
x>0

Teorema 2

A colegao de pontos extremos corresponde a colegdo de solugdes basicas
factiveis, e ambas sao néo vazias se a regiao factivel nao for vazia.

Teorema 3

Assuma que a regiao factivel ndo é vazia. Entdo uma solugdo étima existe se, e
somente se,¢’d; >0, i=1,...,¢ sendo d; as direcées extremas da regido factivel.
Caso contrario a solugdo étima é ilimitada.
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Solucdes Basicas Factiveis e Pontos Extremos

Continuag¢dao Do Resumo

Teorema 4

Se existe uma solugdo 6tima, entdo existe um ponto extremo détimo (ou
equivalentemente, uma solugéo basica factivel).

Teorema 5

Para todo ponto extremo (solugao basica factivel) ha uma base correspondente
(ndo necessariamente unica) e, em contrapartida, para toda base existe um ponto
extremo (Unico) correspondente. Além disso, se um ponto extremo possui mais de
uma base que o representa, entdo ele é degenerado.
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Solucdes Basicas Factiveis e Pontos Extremos

ndo um PL por for¢a bruta

m O nimero de solugdes basicas factiveis é limitada pela quantidade

n
m
e portanto uma estratégia para resolver o problema de programacao linear seria

testar a fungao objetivo para todas as solugdes béasicas factiveis e encontrar a de
menor valor.

m Essa estratégia é inadequada por trés razdes principais: (1) O nimero de
solugdes pode ser muito grande, mesmo para valores moderados de ne m; (2)
Essa abordagem nao indica se a solugao é ilimitada; (3) Se a regiao factivel &
vazia, esse fato sé sera descoberto apds testar-se todas as bases possiveis.

m Alternativa: método Simplex.
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Propriedades e Geometria do Método Simplex

Otimalidade Por Meio De Informacdes Locais I

m A propriedade que torna o método simplex atraente é a detecgdo de otimalidade
de um certo ponto extremo utilizando apenas consideragoes locais. Isto €, nao é
necessario listar todos os pontos extremos (ou solugdes basicas factiveis).

m Seja o PL (1), com A € R™*" de rank m, e uma solugéo basica factivel associada
x =[x}, x{]" =[(B~'b)7,0]” que fornece o objetivo zy dado por

B~ 'b
0

-1
z=c'x=c’ {B 0 b} =[cd.cfl

} =cLB7'b

A factibilidade de x requer que b = Ax = Bxg + Nx,. Aplicando algumas
manipulagdes, tem-se

xg= B 'b —B 'Nxy
-1 —1a.v.
B 'b —ZB ajx;

jed

= b -Yyx
jed
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Propriedades e Geometria do Método Simplex

Otimalidade Por Meio De Informacdes Locais 11

sendo J o conjunto com os indices das variaveis ndo basicas. Utilizando as
equacgdes anteriores, o valor da fungao objetivo z pode ser escrito na forma

z = ¢'x
= clxg+clxy
= cL(B ' Y B 'aix; | + Y cx;
= Cp - X | + ) GiX;
jed jed

20~ 2.(2-6)%
jed

com z; = ¢;B~"a; para cada variavel néo basica.
m Utilizando essas transformagoes, o PL (1) pode ser reescrito na forma
min  z=25—- Y (Z—¢)X
jed _
s.a Y(y)x+xg=b (3)
jed
xg>0,x,>0,jedJ
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Propriedades e Geometria do Método Simplex

Otimalidade Por Meio De Informacdes Locais 111

Esta representagdo, em que a funcéo objetivo z e as variaveis basicas xg foram
resolvidas em termos das variaveis nao basicas, é conhecida como representagdo

de uma solugéo basica na forma candnica.

Percebendo que xg pode ser interpretado como um vetor de variaveis de folga, o
PL (3) pode ser reescrito no espago das variaveis nao basicas, como segue

min  z=25- ) (Z—¢)X;
jed_
s.a Y (y)x<b 4)
jed
X >0,jed

Os valores (z; — ¢;) s&o chamados de coeficientes de custos reduzidos. O proximo
teorema apresenta um resultado importante para a construgao do método simplex.
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Propriedades e Geometria do Método Simplex
Condi¢ao de Otimalidade

Teorema 6

Se (z;—¢;) < 0 para todo j € J, entédo a solugdo basica factivel atual € otima.

Note que uma vez que (z;—¢;) < 0 para todo j € J, entdo z > z para qualquer
solugao factivel (note que para a solugao corrente, z = zy pois x; =0, j € J).
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Propriedades e Geometria do Método Simplex

0 Geométrica do Método Simplex I

m Note que no PL (4) a regiao factivel é definida pela intersegdo de n semi-espagos
(m associados as desigualdades < e p = n— m associados as desigualdades >).
Como comentado anteriormente, a cada semi-espago ha uma variavel associada,
que assume valor nulo na fronteira (em cima do hiperplano) e valor nao negativo
dentro do semi-espago. Nas desigualdades de < do PL (4) as variaveis associadas
sao justamente as variaveis basicas xg e nas restrigdes de nao negatividade as
variaveis associadas s&o elas mesmas x;, j € J.

m A Figura 5 ilustra um problema de programagao linear com os seguintes dados:
n=6,m=4,p=2, J= {1 ,2} e Xg= {X3,X4,X5,X6}.

m As variaveis associadas aos hiperplanos sao apresentadas (x; = 0) e € é o vetor
de custos reduzidos. A solugéo basica factivel corrente corresponde ao vértice vy .
Todos os outros pontos extremos séo definidos pela intersegdo de p =2
hiperplanos linearmente independentes, com as p variaveis associadas sendo as
variaveis nao béasicas. Note que v3 é definido por trés hiperplanos, portanto é
degenerado (pode ser representado por trés bases).
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Propriedades e Geometria do Método Simplex

¢do Geométrica do Método Simplex II

Figura 5: Motivagao Geométrica.
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Propriedades e Geometria do Método Simplex

Motivacdo Geométrica do Método Simplex

m Partindo de v4 e fazendo uma avaliagdo sobre como a fungéo objetivo pode
melhorar (analisando ¢), percebe-se que aumentar x; ou x» é vantajoso.
Escolhendo aumentar x», é possivel caminhar até o vértice v» (caso contrario x3 se
tornaria negativo). Nesse momento x> entra da base e x3 sai na base (torna-se
nulo). Andlises similares conduzirao ao vértice v4, solugdo 6tima do problema.

m Observagado: em v3 é possivel que haja uma troca de base e permanega-se no
mesmo ponto (valor da fungao objetivo ndo muda), devido a degeneragdo. Pode
ocorrer o problema de ciclagem e mais adiante sera discutido como evitar esse
problema.

m A sequéncia de vértices percorridos seria diferente se na primeira iteragao x4
fosse aumentado (entrando na base). O caminho percorrido é chamado de
caminho simplex.

m Na implementagao algébrica do método simplex, em cada iteragdo o PL &
representado no espago das variaveis nao basicas. Assim, a origem nesse espago
€ avaliada se é 6tima ou se ainda é possivel melhorar a fungao objetivo
aumentando o valor de uma das variaveis nao basicas. Nesse caso consulta-se os
coeficientes dos custos reduzidos.

IA881 - Otimizagao Linear



Propriedades e Geometria do Método Simplex
Origem do Termo Simplex I

m Um n-simplex (ou simplex de dimensao n) é a casca convexa de n+ 1 pontos nao
coplanares no R". Por exemplo, para n = 0 tem-se um ponto; n =1 tem-se uma
reta; n=2 um triangulo e n = 3 um tetraedro, conforme ilustra a Figura 6. Ele tem
esse nome por representar o politopo (poliedro fechado) mais simples em uma
dada dimensao. Por exemplo, para n = 2 tem-se o triangulo, que € o poligono que
possui menos vértices e arestas. Para n = 3, tem-se o tetraedro, que possui o
menor ndmero de vértices, arestas e faces.
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Propriedades e Geometria do Método Simplex

Origem do Termo Simplex I1

n=20 n=1 n=2 n=3

Figura 6: n-simplex de dimensao n<0,1,2,3.

m Considere um ponto extremo (solucéo basica factivel). Na representagdo no
espaco das variaveis nao basicas, esse ponto é a origem. Tomando esse vértice e
outros n pontos nas diregdes dos eixos, define-se um simplex. Portanto, o0 método
simplex avalia se o vértice atual (origem) é 6timo ou se outro vértice do simplex
pode fornecer um valor melhor para a funcéo objetivo.
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Algebra do Método Simplex
Teste de Bloqueio I

m Como visto anteriormente, se (z; —¢;) <0 paratodoje€ J,entdo x;=0,jcJe
xg = b é a solugéo 6tima (Teorema 6). Caso contrario o método simplex tentara
aumentar uma das variaveis nao basicas (mantendo as outras fixas em zero),
digamos x,. Claramente, isso sera vantajoso somente se zx — ¢, for positivo.
Procedendo desse modo, tem-se de (3) que

X, by Vik
. - . Zx = C;B_1 ak
- amr : —clyy
z=2z20—(Zxk—Ck)Xk, | XB, | = |br | — | Yk | Xks m
: : : =) CaYi
- _. - I:1
XB, bm Ymk

Se y; <0, entdo xg aumenta a medida que x, aumenta, e portanto xg, continua
factivel (n&o negativo). Por outro lado, y; > 0, entéo xg, diminui & medida que xk
aumenta. Para ndo perder a factibilidade, xx s6 pode aumentar até que uma das
variaveis xg, chegue em zero. Mais precisamente, 0 maximo valor que xx pode
assumir é
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Algebra do Método Simplex
Teste de Bloqueio II

Na auséncia de degeneragao (br > 0), tem-se que Xy = by /yx >0 e a fungao
objetivo ira melhorar. A medida que x, vai de zero a by/y,x, uma nova solugéo
factivel é obtida, com os seguintes valores

xBi:Bi—Br%,i=1,m,m, X = br /Yo (%)
r

e todas as outras variaveis nao basicas X; s&o mantidas em zero.
m As colunas em A correspondentes as varidveis positivas em (5) séo ag,, ag,, ...,

ag ,,ay, ag,,, .. ag,, que séo Ll se, e somente se, y,x # 0 (ver [BJS10, pag.
50]). Portanto, a nova solugédo dada por (5) é uma solugao basica factivel.
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Algebra do Método Simplex

Exemplo [

m Cosidere o problema
min Z= X1+ Xo
sa Xxyg+2x <4
Xo <1
xp>0,i=1,...,2

Introduzindo as variaveis de folga x5 e x4 para deixar o problema na forma padrao,
a matriz A é dada por

1 2 10
A:[a1 a> as 34]2{0 10 1}

Escolhendo x5 = [x1 X»] (e portanto x = [X3 X4]), 0 problema pode ser
representado no espago das variaveis nao basicas inicialmente calculando:

-1
4 12 1 -2 To ~ 1
Bi—lo 2 =5 7| cBBlt 1) ve-B =]

ys—Bla,— {ﬂ? b—B b= m z=clBb=3,
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Algebra do Método Simplex

Exemplo II

z3—c3=cLlB'az—c3=1, z—c4=cjB'ag—cs=—1
levando a

min Z=3—-X3+ X4
s.a X3—2X4+ X =2
X4 +Xo = 1
xi>0,i=1,....4
A Figura 7 mostra a regido factivel do problema tanto no espago original xy x xo

quanto no espaco atual x3 x x4. Como z3 — c3 > 0, € vantajoso aumentar x3. A
solugao modificada é:
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Algebra do Método Simplex
Exemplo III

XZ{

X4 {k
diregéo de melhori
Irecao de melhoria |:2:|

X4 = 0 1 Xo = 0
o % o
[ A [ A
< o © «

=0 > — >

2 X1 X4 = 0 |:g:| X3

(a) (b)

Figura 7: Melhorando uma solugao basica factivel.

. L. F. Oliveira
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Algebra do Método Simplex
Exemplo IV

xg=B 'b—B 'agx; = Kj = {ﬂ - B} X3

O maior valor possivel para x3 é 2, portanto a nova solugao bésica factivel é
[x1,%,x3,x4]7 =1[0,1,2,0]". Assim x3 entra na base e x; sai, levando a fungéo
objetivo ao valor 1 (melhor que anterior).
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O Método Simplex

Descri¢ao Resumida

m O material apresentado até esse ponto permite a seguinte descrigao resumida do
método Simplex: dada uma solugao basica factivel e uma base correspondente, a
solugao pode ser melhorada se zx — ¢, > 0 para alguma variavel nao basica x, ou
o procedimento pode ser encerrado se z, — ¢, < 0 para todas as variaveis nao
basicas, declarando a solucéo atual como étima. Se z, — ¢, > 0 e o vetor yi
contém pelo menos uma componente positiva, entao realiza-se a troca de base
normalmente. Caso contrario, se y, < 0, entdo o problema tem solucéo ilimitada

(=)
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O Método Simplex
Algoritmo

Algorithm 1 Simplex; entradas: solucao basica factivel B, itmax;

1: it 1;
2: enquanto it <itypax faca
3:  Sejax;=0,jcJ. Resolva Bxg = b, obtendo xg = B 'bez= cg

4:  Resolva o sistema wB =c].

5:  Calcule z;—c; =wa; —¢;, j € J e considere zx — ¢ = maxjcy{Z — Cj};
6: se zx—cy <0entao

7: a solugao atual é 6tima, abandone;

8 fim se

9:  Resolva o sistema By, = ag;

10:  sey, <0entao

11: o problema tem solugéo ilimitada, abandone;

12: fimse

13:  Calcule o indice r da variavel de bloqueio basica utilizando:

br /Y = miny<j<m (bi/Yix : Yix > 0)

14:  Atualize B, trocando a, por ag, e 0 conjunto J;
15: it « it+1;
16: fim enquanto
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O Método Simplex
Observacoes

m Mais adiante é discutido como encontrar uma solugao basica factivel inicial.

m O vetor w calculado na linha 4 é conhecido como vetor dos multiplicadores
simplex. A estratégia de selecionar a varidvel que entra na base aplicada na linha 5
€ conhecida como regra de Dantzig.

m Se a solugao for ilimitada, as solugdes estdo sobre o raio
{ B} + Xk {_ekk} Xg > 0}
sendo que e, € R é um vetor de zeros com 1 na posigéo k.
m O teste aplicado na linha 13 é chamado de teste da taxa minima.
m Problema de maximizagao: Considera-se ¢ = —c. Outra alternativa é manter a
fungéo objetivo original e trocar o teste da linha 5 por zx — ¢x = min;cy{z; —¢;}. O

critério de parada para a otimalidade é zx — ¢, > 0. Os outros passos sao os
mesmos.
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O Método Simplex
Convergéncia

Teorema 7

Na auséncia de degeneragao e assumindo factibilidade, o0 método Simplex termina
em um numero finito de iteragbes, ou com uma solugao basica factivel étima, ou
com a conclusdo de que a fungdo objetivo é ilimitada.

m Trés situagdes podem acontecer durante uma iteragdo: (a) uma solucéao 6tima foi
encontrada; (b) solucéo ilimitada foi detectada; (c) uma nova solugao basica factivel
é gerada (se zx — ¢k > 0 e yi % 0). Na auséncia de degeneragio, b, > 0 e portanto
Xk = br/y > 0. Assim, o valor da fungéo objetivo sera acrescido de

Xk (zx — cx) > 0, decrescendo estritamente, o que indica uma nova solugéo basica
factivel distinta. Como o nimero de solugdes basicas factiveis é finito, o0 método
para em um ndmero finito de iteragoes, seja com uma solugdo étima, seja com a
declaragao de problema ilimitado.

m Na presenga de degeneragao, o método pode entrar em ciclo infinito. O
tratamento dessa situacao é apresentado mais adiante.
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Método Simplex no forma Tableau

PL representado por um Tableau 1

m Um PL na forma padrdo e com um solugéo basica factivel inicial com base B pode
ser representado na forma

min  Z
sa z—clxg—cixy =0 (6)
Bxg+ Nxy =b
Xg, Xy >0

Por meio de algumas manipulagdes, chega-se a
xg+B '"Nxy=B"'b, z+0xg+(cjB 'N—cy) xy=cLB b

Na iteragéo corrente, xy = 0 e portanto tem-se xg =B~ 'be z= ch*1 b.
Utilizando essas manipulagdes, o PL pode ser representado pelo tableau
apresentado a seguir (LD significa lado direito)

Z Xp XN LD
z |1]|0 |¢jB'"N-¢c] |clB b linha 0
XB 0] Im Bi1N B71b linhas 1,...,m
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Método Simplex no forma Tableau

Comentarios sobre o tableau 1

m Nesta representagido z é considerada como um variavel basica a ser minimizada.
A linha do objetivo é considerada a linha 0. A coluna LD indica o valor das variaveis
basicas (linhas 1,...,m) e da funcéo objetivo (linha 0). Esse tableau, em que as

variaveis z e xg foram resolvidas em fungdo de xy, é dito estar na forma canénica.

m Além do valor de z e das variaveis basicas, o tableau fornece informagdes para
continuarmos com a execugao do método Simplex. De fato, a primeira linha fornece
ch*1 N-— c,(,, que consiste nos valores z; — ¢, associados as variaveis nao
bésicas.

m Se alguma variavel ndo basica x; é aumentada, entdo o vetor y, = B~ 'ay, que
estad em alguma coluna abaixo de x, ajuda a determinar o quanto x, pode ser
aumentado. Se algum yy € positivo, o teste de bloqueio pode ser feito a partir de y,
eb=B""b.
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Método Simplex no forma Tableau

Operacao de Pivotamento I

m De iteracdo para iteragdo, é necessario realizar as seguintes agoes:
@ Atualizar as variaveis basicas e seus valores;
@ Atualizar os valores z, — ¢, das novas variaveis nao basicas;
@ Atualizar as colunas yj;

Todas essas tarefas podem ser realizadas por uma operagao de pivotamento. Se
Xk entra e xg, sai da base, entdo o pivotamento sobre y,« € feito da seguinte forma:

@ Divida a linha r por yx;

@ Parai=1,...,mei+#ratualize a linha i adicionando a ela —yj, vezes a nova
linha r;

© Atualize a linha zero adicionando a ela ¢, — z, vezes a nova linha r.
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Método Simplex no forma Tableau

Ope de Pivotamento II

m O tableau mostrado a seguir ilustra uma situagdo antes da aplicacao do
pivotamento. As variaveis xx e xg, vao entrar e sair da base, respectivamente.

Z  Xg, XB, XB,, X; Xk LD
z 1 o - 0o - 0 e Zj—G v Z—Ck c]g'b
XB1 0 1 0 0 y_” Y1k b1
xg, | O 0 1 0 Yii Vri br
xg, | O 0 0o .- 1 Ymj Vimk | bm
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Método Simplex no forma Tableau
Operacao de Pivotamento III

m O préximo tableau mostra o resultado do pivotamento.

Z X, XB, XB, X; Xk IT__D
—Ci— cgb—

z |1l o ... Cky,k2k o0 |- yr,( / 6 0o - ( B )B,

Zk — Zk —Ck)yy

xs. O] 1 .. Xk .0 o |... i .. 0 ---| b b%kr
By Ve Nj—Vky, 1 —Or
D Y br
XB’ 0 0 Yrk 0 Yrk 1 Yk

b/
xg, |0 O - _% e Yy Ymky,"k e 0 | bp— br}}’,’f:
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Método Simplex no forma Tableau

Exemplo [

m Exemplo:

min  Z =Xy +Xp —4X3

s.a X1 +x2+2x3 <9
X1 +Xo— Xz <2
—X1+x20+ X3 <4
x;>0,i=1,...,3

Introduzindo variaveis de folga para colocar o PL na forma padrao, tem-se

min  Z =Xy +Xo —4x3

sa Xy+Xo+2x3+Xx4 =9
Xy +Xo— X3 + X5 =2
—X1+Xo+ X3 +Xxg =4

x;>0,i=1,...,6

Como b > 0, identifica-se B = [a4,a5,ag] como uma base inicial factivel, pois
b=/"b=b.
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Método Simplex no forma Tableau
Exemplo II

m Para construir o tableau, note que a linha 0 é dada por

Z Xp Xn LD
z[1]0 [efB'N—c] |c[B b | inmao

Nesse exemplo em particular, os coeficientes ¢g sao todos nulos e os coeficientes
associados as variaveis nao basicas (c;B~'N - ¢y) s@o simplesmente —c],.
Assim, constroi-se o tableau na forma candnica de forma imediata. Caso cg # 0,
pivotamentos sdo necessarios para colocar o tableau na forma candnica (ver
préximo exemplo).

A sequéncia de tableaus até a convergéncia para o étimo é apresentada a seguir.
lteracao 1

X1 X2 X3

X4
xs| 1 1 1

—xg | —1 1 @

_L
-
o
o o —=|olX
o = o|o|x
- O o|olx
TN Vo) K}
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Método Simplex no forma Tableau
Exemplo III

Iteracao 2
1
X{ Xo X3 X4 Xs Xg LD
z| 3 -5 0 0 0 -4]|-16
ex|(®) -1t 0 1 0 2] 1
x5 | 0 2 0 0 1 1 6
x3/-1 1 1 0 0 1 4
Iteracao 3 - Otimo encontrado!
X1 Xo X3 X4 Xs Xg LD
z| 0 -4 0 -1 0 -2 | —17
x|({1t -1/3 0 1/3 0 -2/3| 1/3
x5 | O 2 0 o 1 1 6
x3|(0 23 1 1/3 0 1/3 |13/3
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Método Simplex no forma Tableau

Exemplo [

m Considere o PL do exemplo anterior na forma padrao.
min  Z= Xy +Xo —4X3

s.a  X{+Xo+2xX3+Xg =9
X1+ Xo — X3 + X5 =2
—X1+Xo+ X3 +Xxg =4

x>0i=1,...6

Como a matriz

1 1 2
B=[aj,az,a3]=|1 1 -1
11

tem rank completo (det(B) = 6), e b =B~ "'b =[4/3,3,7/3], ela pode ser utilizada
como uma base factivel inicial. Nesse caso, tem-se o seguinte tableau (ainda ndo
na forma canonica)

Xy Xo X3 X4 Xs Xg LD
z|-1 -1 4 0 0 0] O
xx[1 1 2 1 0 0] 9
Xo | 1 i -1 0 1 0] 2
x3 | -1 1 1 0 0 1] 4
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Método Simplex no forma Tableau

Exemplo II

Note que os coeficientes dos custos na linha z no tableau estdao com os sinais
contrarios da linha z da fungéo objetivo do problema, conforme a representagao (6).

Para colocar esse tableau na forma candnica, € necessario transformar as colunas
associadas as variaveis basicas nas colunas da matriz identidade, isto é,

1 0 O
[aj,az,a3]=10 1 O
0O 0 1

Além disso, é necessario que os coeficientes associados as variaveis basicas
figuem nulos na linha z. As duas tarefas podem ser realizadas por operacdes de
pivotamento, levando ao tableau mostrado na iteragdo 1, que esta na forma
candnica. Na sequéncia apresenta-se os tableau produzidos pelo método Simplex
até a solugao étima.
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Método Simplex no forma Tableau
Exemplo III

lteracao 1
1
X{ Xo X3 X4 X5 Xg LD
z|0O 0O 0 -1 2 0 -5
xx|[ 1 0 0 1/3 1/6 —1/2|4/3
—Xxo| 0 0o o @ 1/2 3
x3|0 0 1 1/3 —-1/3 0 7/3

lteragéo 2 - Otimo encontrado!

X1 Xo X3 X4 X5 Xe LD

z| 0 -4 o -1 0 -2 -17

xy [T —=1/3 0 1/3 0 -2/3]| 1/3
x5 | 0 2 0 O 1 1 6

x3/0 2/3 1 1/3 0 1/3 |13/3
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Método Simplex no forma Tableau
Interpretacao dos Elementos do 7ableau 1

m Considere o tableau apresentado a seguir em um caso nao degenerado

Z Xg XN LD
z |1] 0 |c)B'N-c/ |cLB'b
Xxg | 0| Im B-'N B~'b

O tableau pode ser entendido como uma representacao das variaveis basicas xg e
do custo z (variaveis dependentes) em termos das variaveis nao basicas xy
(variaveis independentes). Da linha do custo, tem-se

z=cfB b (cEB‘W—cK,)xN

=cfB b+ Y (¢ 2)x
jed

Assim a taxa de variagéo de z como funcao de qualquer variavel nao basica Xjs
denotada por dz/dx;, € simplesmente c; ~Z. Portanto, se o objetivo & minimizar z,
deve-se aumentar x; se dz/dx; <0, isto &, z; — ¢; > 0 (custo reduzido positivo).
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Método Simplex no forma Tableau
Interpretacao dos Elementos do Tableau 11

m Também é possivel representar as variaveis basicas em termos das nao basicas
como mostrado a seguir

xg=B 'b—B'Nxy
- —13.)
=B7'b-) (B aj) Xj
jed
—_Bg! oy
=B 'b— ) yjx
jed
Consequentemente, dxg/dx; = —Y;, isto &, y; € a taxa de variagéo das variaveis
bésicas em fungéo da variavel ndo basica x;. Em outros termos, se x; aumenta em

uma unidade, entao a i-ésima variavel basica xp, decresce de uma quantidade
dada por yj ou simplesmente dxg, /dx; = —yj.

m O tableau também fornece uma maneira interessante de prever a taxa de
variagao da fungéo objetivo e do valor das varidveis basicas como uma fungéo do
vetor do lado direito b. Como em geral o vetor b representa recursos limitados, é
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Método Simplex no forma Tableau
Interpretacao dos Elementos do Tableau 111

possivel prever a taxa de variagdo da fungao objetivo a medida que a
disponibilidade de recursos é modificada, em particular

z=ciB b} (-¢)x
jed

e portanto, dz/db = cBB 1. Caso o tableau original tenha as colunas da matriz
identidade e custos nulos associados, por exemplo, e quando o problema tem
restrigdes de < e variaveis de folga sdo introduzidas, entdo no tableau final a linha
do custo nas posigoes das variaveis de folga tera 058*1 I-0= cEB*1 ,que é
dz/db. Adotando a notagdo w’ = cEB*K entdo dz/db; = w;. Na aula sobre
dualidade w; serd interpretada como variavel dual, também chamada de prego
sombra (do inglés, shadow price).

De modo similar, a taxa de variagdo das variaveis basicas em fungao do vetor b é
dada por
aXB

1
8bB
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Método Simplex no forma Tableau

Interpretacao dos Elementos do Tableau IV

Em particular, dxg,/db é a i-ésima linha de B, dxg/db; é a j-ésima coluna de
B~' e dxg,/db; é 0 elemento (i, ) da matriz B~".

Exemplo

Identifique as taxas de variagdes definidas anteriormente para o tableau
apresentado a seguir (X4, X5 € Xg Sa0 variaveis de folga)

Xy Xo X3 X4 X5 Xg LD

z{ 3 -5 0 0 0 -4]|-16
|3 -1 0 1 0 -2| 1
x| 0 2 0 0 1 1 6
x3(-1 1 1 0 0 1 4
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Método Simplex no forma Tableau
Interpretacao dos Elementos do 7ableau V

As seguintes interpretagoes sao possiveis

0z 0z 0z
- > P
o _ x5 g _
8x1_ ’ a)(1_7 axﬁ_
1
oxg || 0z oz 0z, ax _, ox
axg_{_ﬂ’ by by O aby T " ok, aby C
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Método Simplex no forma Tableau
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