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Lista — Formulacao (FML)

FML.1 (data: 15.04.2017)

As variaveis de decisdo sio:

* X4 - Quantidade de chapas metdlicas do tipo A;
* Xp - Quantidade de chapas metalicas do tipo B;

* Xc - Quantidade de chapas metélicas do tipo C;

Modelo formulado:

max Z= SXA +7Xg+ 8XC
X4+ Xp +2Xc < 2000
s.a 3X4+4,5Xp + Xc < 8000
Xa,Xp, Xc >0

FML.2 (data: 15.04.2017)

Sejam as varidveis de decisdo:

* x1 - nimero de avides B727 operando a rota SP-RJ;

* X, - nimero de avides B727 operando a rota SP-PA;

* x3 - ndmero de avides Electra operando a rota SP-RJ;

* x4 - nimero de avides Electra operando a rota SP-PA;

* x5 - nimero de avides Bandeirante operando a rota SP-RJ;

* X - nimero de avides Bandeirante operando a rota SP-PA;

que sao ilustradas na Figura[I] Para que a operacdo tenha seus custos de operagdo minimizados, propdes a seguinte
funcdo objetivo
min23x; 4+ 58xy + S5x3 + 10x4 + 1,4x5 + 3, 8x¢

Visando garantir que toda a carga serd enviada, propdem-se as restricdes (nfo estaria errado usar restri¢des do tipo >)
45x1 + Tx3 +4xs = 150,  45x) + Txq + 4x6 = 100

Com relag@o aos nimeros méaximos de aeronaves disponiveis para realizar o transporte, as seguintes restricdes sdao
propostas
X1+x <8, x34+x4<15, x54+x5<12

Finalmente, na forma padrao tem-se o seguinte PL:

min z=23x; +58xy +5x3 + 10x4 + 1,4x5 + 3, 8x¢

s.a 45x; + 7x3 + 4x; =150
45x, + Tx4 + 4dx¢ =100
X1+ x +x7 = 8
X3+ x4 +x3 = 15
X5+ Xg +x9 = 12
x>0,i=1,...,9
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Figura 1: Varidveis de decisdo associadas as rotas SP-RJ e SP-PA em fun¢@o das aeronaves B-727, Bandeirante e
Electra.

FML.3 (data: 15.04.2017)
As varidveis de decisdo x;, i = 1,...,8 s@o os valores a serem investidos nos oito projetos das trés subsididrias.

Como funcio objetivo, deseja-se maximizar o investimento nos projetos. Usando as informagdes da tabela, propde-se
a funcdo
max 0, 06x; +0,05x; +0,09x3 + 0,07x4 + 0, 10x5 4+ 0,04x6 + 0,06x7 + 0,033

As seguintes restrigdes garantem os investimentos minimos exigidos
X1+x4+x3>3, x4+x5+x6>5, x7+x3>8
Para garantir que o investimento maximo nao ultrapasse $30, tem-se
X1 +x2+x3+x4+x5+x6+x7+x3 <30
O limite de investimento na subsididria II pode ser garantido por meio da restricao
X4 +x5+x6 < 17
Para estabelecer um teto de investimento para cada projeto, tem-se

X1§6, XZSS, X3§97 .7C4S7,
x5 <10, x¢<4, x7<6, x3<3



Finalmente, tem-se o PL

max z=0,06x; +0,05x, +0,09x3 4+ 0,07x4 4+ 0, 1x5 + 0,04x¢ + 0,06x7 4+ 0,03xg

s.a x;+x+x3 > 3
X4+ X5+ X6 > 5
x7+xg > 8
X1 +x+x3+x4+x5+x6+x7+x3 <30
X4+ x5+ Xg <17
X1 < 6
X2 < 5
X3 < 9
X4 < 7
X5 <10
X6 < 4
X7 < 6
xg < 3
x>0,i=1,...,8



FML.4 (06.03.2020)

X1 - N2 de galdes para Congonhas da Cia. 1
X2 - n? de galdes para Viracopos da Cia. 1
X3 - N2 de galdes para Galeao da Cia. 1

X4 - N2 de galdes para Pampulha da Cia. 1
Xs - N2 de galdes para Congonhas da Cia. 2
X - N2 de galdes para Viracopos da Cia. 2
X7 - N2 de galdes para Galeao da Cia. 2

Xg - N2 de galdes para Pampulha da Cia. 2
X9 - N2 de galdes para Congonhas da Cia. 3
X10 - N2 de galbes para Viracopos da Cia. 3
x11 - N2 de galdes para Galeao da Cia. 3

X12 - N2 de galdes para Pampulha da Cia. 3

min 12X1 + 10X2 + 8X3 + 11X4 + 9X5 + 11X6 + 11X7 + 13X8 + 10X9 + 14X10 + 13X11 +
9X12

s.a. X1+ Xs + X9 2100000
X2 + Xe + X10 =2 200000
X3 + X7 + X121 2 300000
Xq4 + Xg + X12 2 400000
X1+ Xo+ X3+ Xg = 250000
Xs + Xg + X7+ Xg < 500000
X9 + X10 + X11 + X12 < 600000

xi = 0, i=1,..,12



FML 5 (data: 08.04.2021)

Como varidveis de decisdo, definem-se as producdes de barris por dia de gés (x;), gasolina (x), querosene (x3), diesel
(x4), 6leo pesado (x5) e Oleo leve (xg). Além disso, definem-se como x7, xg € xg9 as quantidades de barris de petréleo
comprados do Kuwait, Ardbia Saudita e Libia, respectivamente.

Em termos de funcdo objetivo, considera-se a maximizacao do lucro, isto é, a diferenca entra a receita obtida com a
venda dos produtos e a despesa gerada pela compra dos barris de petréleo. Portanto,

max?2, 1x; +3,5x0 4+ 3,3x3+ 3, 1x4 +2,5x5 + 2,8x¢ — 2x7 — 2, 5x3 — 3x9

Com relag@o aos limites de aquisi¢ao do petrdleo e da capacidade maxima de processamento didria, tem-se as seguin-
tes restrigdes
x7 <70000, xg <100000, x9<50000, x7+4x3+x9 < 100000 (1)

Note que a dltima restricdo garante a segunda uma vez que as varidveis sao nio negativas. Em relacdo a producao de
cada item, tem-se os seguintes limitantes em funcao da disponibilidade de petrdleo das trés localidades

x1 <0.1x74+0.1xg +0.1x9 x3 < 0.1x7 +0.15xg +0.2x9 x3+0.1x5 +0.2x¢ < 0.1x7 +0.15xg + 0.2x9
x4 <0.1x7+0.15x3 +0.2x9  0.9x5 +0.8x¢ < 0.6x7 +0.45xg + 0.3x9
2
Em funcao das exigéncias impostas pelo governo, os seguintes limites de producdes devem ser respeitados
5000 < x; < 10000 13000 < x < 20000 15000 < x3 < 20000 3)
10000 < x4 < 25000 10000 < x5 < 20000 12000 < xg < 20000
Finalmente, tem-se o PL (as restricdes de nio negatividade de x;, i = 1,...,6, foram removidas pois essas varidveis

sdo limitadas inferiormente)

max 2,1x;+3,5x 4+ 3,3x3+ 3, 1xg +2,5x5 + 2,8x¢ — 2x7 — 2, 5x3 — 3x9
s.a  (1),@),03)

X7ZO,X820,)C920

FML.6 (data: 21.05.2019)
Varidveis do problema:

y1 Tonelada do Metal I em A v¢ Tonelada do Metal IV em B
y> Toneladado Metal lem A | x; Tonelada do Minéiro 1

y3 Tonelada do Metal IVem A | x, Tonelada do Minéiro 2

v4 Toneladado Metal lem B | x3 Tonelada do Minéiro 3

ys Tonelada do Metal IIl em B

Em termos de funcdo objetivo, considera-se a maximizacao do lucro, isto €, a diferencga entra a receita obtida com a
venda das ligas A e B e a despesa gerada pela compra dos minérios. Portanto,

maxZ = 200(y; +y2 +y3) +300(y4 + ys + v6) — (30x] + 40x; + 50x3)

Note que as quantidades (em toneladas) de ligas A e B produzidas sdo justamente as somas das parcelas dos metais
presentes nas ligas.

As especificagdes de composicao das ligas A e B impdem as seguintes restri¢cdes

y1 <0.8(y1+y2+y3) y2<0.3(yi+y2+y3)
0.5(yi+y2+y3) <y3 0.4(ys+ys+ys) <y4 <0.6(ys+ys5+6) 4)
0.3(ya+ys+ys) <ys ¥6 <0.7(ysa+ys+ys)
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A composicao dos minérios em termos dos metais fornece as seguintes restricdes para as quantidades de metais I, II,
III e IV utilizadas para compor as ligas A e B:

y1 <0.2x1 +0.10x02 +0.05x3  y2 +y4 < 0.1x; +0.20x2 + 0.05x3

y5 < 0.3x; +0.30x3 +0.70x3  y3+y6 < 0.3x1 +0.30x7 + 0.20x3 )
Finalmente em fun¢do das quantidades maximas disponiveis de minérios, tem-se
x1 <1000, x2 <2000 x3 <3000 ©6)

Formulacao final:
max  200(y; +y2 4 v3) +300(y4 + s+ ys) — (30x1 +40x; 4 50x3)

s.a  @),0),©

yi>0,x;>0,i=1,....6j=1,..,3

FML 7 (data: 04.04.2017)

Seja x; a quantidade do ingrediente i na ragdo. Formulag3o:

minZ = 15x; +20x, 4 8x3

0,2x1+x+3x3 < 1200
0,8x1 +2x+2x3 < 20000
s 0,2x1+x24+3x3 > 800
' 50x; + 9x; > 22000
X1 +Xx3 +x3 = 1000
X1,X2,X3 Z 0




FML.8 (data: 10.04.2017)
M V2 Y3

X, X, X3

¥

X, - quantidade produzida no més

y, - quantidade estocada no més

min z =18x, +17x, +23x, + 27x, + 3y, + 2y, + 3y, + 0y,

sa 0=sx <50
0<x,<20
0<x,<30
0<x,<35
Y, =% —40
Y, =Y, t% —30
Y; =Y, +%X;—10
Ys = Y3+ % —35=0



FML 9 (data: 26.03.2018)
Variaveis de decisao

gL = quantidade de leite a ser consumido

gA = quantidade de arroz a ser consumido
gqF = quantidade de feijdo a ser consumido
¢qC = quantidade de carne a ser consumida

Funciao objetivo

minz = 1200gL + 1000gA + 2500gF + 8000¢C

Restricoes

10gL+59qA+9qF+10qC > 80
8qL+7qA+6qgF+6qC > 70

I5qL+3qA+4qF+7qC > 100
20gL+2qA+3qF+9qC > 60

Restricoes adicionais
gL >0
gA >0
qF >0
qgC >0

FML 10 (data: 04.04.2017)
Seja x;; a quantidade de garrafa de vinho produzida por més na fabrica i e entregue ao distribuidor j.
Seja D; a demanda solicitada pelo distribuidor j.

Repare que desejamos minimizar uma funcao do tipo:
Custo;jxxjj+ (D —x;j) * Multa; = (Custo;; — Multa;) * x;; + Multaj D
Observando que Multa;* D; € um valor constante, o problema passa a ser:
minZ = (Custo;j — Multa;) * x;;

Para o fornecedor quatro, ndo ha o que se falar em multa, pois € um requisito do problema que toda a demanda seja
satisfeita. Assim, temos:

minZ = (50 — 50)x1; + (10 — 30)x12 + (70 — 20)x13 + 30x14+
+(60 —50)x21 4 (40 — 30)x22 + (60 — 20)x23 + 20x24

O problema de PL pode ser escrito como:

minZ = —20x12 4 50x13 4 30x14 4 10x21 4 10x22 4 40x23 4 20x24



X11+x21 < 75000
X12 +Xx22 < 20000
X13 +Xx23 < 30000
s.a X14 +X24 = 20000
xi1+xp2+x3+xa < 80000
X1 +x0+x3+x4 < 65000
Xij > 0; i=1,2;, j=1,2,3,4

Obs: Repare que como o lucro ndo estd modelado na funcdo objetivo e o termo que multiplica x2 € menor que zero, e
com excessao da restricdo de igualdade do fornecedor 4, todas sdo do tipo menor ou igual, poderiamos “’visualizar’a
funcdo objetivo como a seguinte expressao:

minZ = minZ" = —20x15 + 30x14 +20x24 (Todos os outros x;;=0)

Xx24 = 20000 (Toda a demanda de 4 ndo ultrapassa a capacidade da fabrica 2 e o custo de
= x14=0 transporte da fabrica 2 para o fornecedor 4 é menor que o equivalente da fabrica 1)
x12 = 20000 (Toda a demanda do fornecedor 2 pode ser fornecida pela fabrica 1)

Esta solucgdo € clara, pois em todos os outros casos, é mais barato pagar a multa do que transportar a garrafa.

FML.11 (data: 04.07.2017)

Temos um problema de minimizacao de custos, diretamente proporcionais a eficiéncia de cada estag¢do de tratamento
(x1,x2 e x3 - varidveis de decisdo) de maneira a se manter um nivel minimo aceitavel de qualidade da dgua do rio. Os
custos relacionados a eficiéncia de cada planta sdo Cy,C; e C3. Desta maneira, a fungdo objetivo é:

min z = Cyx1 + Cyxz + C3x3

Subtende-se que a eficiéncia de cada planta € a relacdo entre o DOB descarregado por cada planta no rio (by,b,,b3) €
0 DOB descarregado por cada cidade em sua planta (a;,as,a3), diminuida de 100%.

Portanto podemos deduzir que:

X1 :1—(b1/611) — X1 — 1= —(bl/al) —>a1(x1 — 1) = —b1 —>b1 =a)—ax

da mesma forma: by =ar —arxxy e by=a3;—aszxs

Através da vazdo do rio em cada ramo (Q1, (0> e Q3), em litros/dia, e do maximo DOB permitido a ser descarregado
em cada ramo (B1,B; e B3), em kg/litros, conseguimos determinar o limite superior de DOB que pode ser descarre-
gado no rio por cada planta, em kg/dia:

b1 <B10:1 by < Bx(0» b3 < B30s

Como a atividade bioquimica do préprio rio remove parte do DOB acumulado, o valor de b, pode ser menor que by,
e o de b3 menor que b,. As diferencgas entre eles sdo representadas por 71, € rp3, respectivamente:
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by < by —r12 b3y < b2 —r3

Além disso, temos do enunciado que a eficiéncia de cada planta ndo pode superar 95%:

x1 <0,95 X < 0,95 x;3 <0,95

Por dltimo, temos as restri¢gdes de nao negatividade:

X1,x2,x3 > 0

Modelo proposto de PL.

min z = Cix; + Coxr + C3x3

sujeito a:

x1 <0,95

x <0,95

x3<0,95

by <B1Q1 — a1 —aix; < B1Q)

by <B2Qs — ay —axxa < B0

b3 < B3Q3 — az —asx3 < B30

by < by —rip —a;—ax—ayx; +axx; > rp2
b3 <by—ry3 —ay —az—axxy +asxz > 3

com xp,X2,X3 > 0

FML.12 (data: 02.04.2018)

max z=20A+508B

s.a 2A +4B <240
A>(A+B).0,8
0<A<L100
0<B

FML.13 (data: 25.05.2019)

Sejam

x1 : aquantidade de fundo alocados no investimento A

X : a quantidade de fundo alocados no investimento B

11



Vamos alocar o fundo de modo a maximizar o lucro (rendimento). Dessa forma, a fungdo objetivo serd
max z=0,05x; + 0,08x;.
Como o individuo dispde de $5000 para investir, temos que
x1+x2 <5000 (disponibilidade).
Para alocar no minimo 25% em A, fazemos
x1 > 0,25(x; +x2) = 0,25x; +0,25x;.

Reescrevendo, temos que
—0,75x1+0,25x, <0.

Para alocar no maximo 50% em B, fazemos
Xy < 0,5()61 +XQ) =0,5x; +0,5x;.

Reescrevendo, temos que
—0,5x; +0,5x, <0.

Como o investimento em A deve ser no minimo metade do investimento em B, temoss que
1
x| > E)Cz = —x1+0,5x, <O0.

Dessa forma, o modelo matemético € como segue:

max z = 0,05x; +0,08x;
X1 +x <5000
—0,75x1+0,25x, <0
s.a: —0,5x1+0,5x, <0 7
—x1+0,5x, <0
x1,x3 > 0.
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FML.14 (data: 03.04.2018)

Sejam:
x1 = quantidade do produto de limpeza A
x2 = quantidade do produto de limpeza B

Funcao Objetivo: Max z = 8x1 + 10x2

s.a 0,5x1 +0,5x2 <= 150
0,6x1 + 0,4x2 <= 145
30 =< x1 <=150
40 =< x2 <= 200
x1>=0,x2>=0

Solugéo Otima:
0,5x1 + 0,5x2 — 150 =0 (1)
0,6x1 +0,4x2 —145=0 (2)

Multiplicando-se a equacéo (1) por (-1,2), teremos:
-0,6x1-0,6x2+180=0 (1)
0,6x1+0,4x2-145=0 (2)

Somando-se as duas equacdes, obteremos:
-0,2x2 + 35 =0 = (,2X2 = 35 mmmmmp x2 = 175

Substituindo o valor de x2 na equagéo (1), encontraremos x1:
0,5x1 + 0,5.(175) — 150 = Q === (0,5x1 + 87,5-150=0
0,5x1 — 62,5 = O memmp (0,5x1 = 62,5 wemmmp x1 = 125

Portanto, Max z = ($8x125) + ($10x175) = 1000 + 1750 = $2750

Logo, as quantidades 6timas de producéo serdo: 125 unidades do produto
A e 175 unidades do produto B, sendo z = $2750.



FML.15 (data: 04.07.2017)

Considera-se para a resolug@o deste problema que a mado de obra € a restri¢do que limita a quantidade de chapéus que
pode ser fabricada em um dia.

Se fossem s6 fabricados chapéus do tipo 2, o limite seria de 400 chapéus por dia. Sabemos que o chapéu do tipo 1
necessita do dobro de horas, em relacdo ao chapéu do tipo 2, para ser produzido.

Sendo x; e x, a quantidade de chapéus produzida de cada tipo, podemos deduzir da situagdo acima que:

2x1 +xp <400

Através do enunciado do exercicio sabemos o lucro de cada tipo de chapéu ($8 e $5) e seus limites de mercado (150
e 200), respectivamente. Ndo podemos esquecer das restricdes de ndo negatividades. Trata-se de um problema de
maximizacgdo de lucro.

Modelo proposto de PL

max z = 8x1 + 5xp

sujeito a

2x1 +x <400
X1 S 150
x <200

com xq,xp >0

FML.16 (data: 21.04.2017)

As variaveis de decisio sao:

* x1 - Quantidade de comerciais por rddio além do primeiro;

* X2 - Quantidade de comerciais por TV além do primeiro;

Modelo formulado:

{ max Z = 5000+42000x; +4500+43000x, =

max Z = 2000x; 4+ 3000x; + 9500
300(x; 4 1) +2000(x; + 1) < 20000

s.a 300(x; + 1) < 16000 =
2000(x2 + 1) < 16000
x1,x22>0

max Z = 2000x; 4+ 3000x;, + 9500
300x; +2000x, < 17700

s.a 300x; < 15700
2000x, < 14000
X1,x2 >0
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FML.17 (data: 25.03.2023)

As variaveis de decisio sdo:

* x1 - Quantidade de camisas a serem produzidas

* X7 - Quantidade de blusas a serem produzidas

Como fungio objetivo, deseja-se maximizar o lucro com as vendas dos produtos:
max 8x; + 12x;

Como restri¢des, € necessdrio limitar a produg@o em funcio do total de horas disponiveis para cada etapa da produgao.
Como os tempos necessarios consumidos nas trés etapas para cada item foram dados em minutos, as restri¢des ficam
na forma (note que sio 40 horas por semana)

20x1 +60x; <25-40-60, 70x;+60x; <35-40-60, 12x;+4x, <5-40-60
Assim, tem-se o PL

max z=8x;+ 12x»

s.a 20x; +60x, < 60000
70x; 4+ 60x, < 84000
12x; 4+ 4x; < 12000
xi>0,i=1,...,2
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Lista — Algebra Linear (AL)

AL.1 (data: 24.05.2019)
2 0 4
Ah=12 2 =2
6 20 2
Por operagdes elementares encontramos (AI )*1:
20 4 100
22 2010
6 20 2 0 0 1
L
1. Ll%%i
1 0 2 500
2 2 2010
6 20 2 0 0 1
2. Ly« L, —2Ly:
1 0o 2 1 00
0 2 -6 -1 10
6 20 2 0 0 1
3. Lj %L3—6L11
1 0 2 1 00
0 2 -6 —-110
0 20 —10 =3 0 1
L
4. Lz(—%: 1
1o 2 L oo
1 1
o1 -3 -1 1o
0 20 —10 =3 0 1
5. Ly < L3 —20L,:
1o 2 § 0 0
1 1
01 -3 -3 1 o0
00 5 7 -—10 1
L3
6. L3+ —:
3750
1o 2 1 0o
1 1
01 -3 -3 10
7 1 1
00 1 & 1 5
7. L1+ L —2L32
11 2 2
10 0 50 5 50
1 1
01 -3 -4 1 o0
7 1 1
00 1 & -1 &
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8. Lp+ L,+3Ls:

11
1 00 50
4
010 =35
7
0 0 1 5
11
50
-1 4
(A) — | 50
A
50
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AL.02 (data: 03.04.2018)

1) Modelando o problema

Chapas Disponibilidade
Chapas A B minutos/més
FO Lucro 5 7
R1 Prensa 1 1 2.000
R2 Esmalte 3 4,5 8.000

2) Aplicado a producdo proposta nas restricées R1 e R2 modelada

A C C
FO 100 1650 125
R1 100 1650 250 2.000
R2 300 7425 125 7.850

Restricao R1 chegou no limite 2.000, portanto OK

Restricdo R2 ainda ndo estd no 6timo pois ainda ha 150 minutos de esmalte disponiveis no més.




AL.4 (data: 10.04.2017)

(@)

max z = —2X, —3X, +5X,

X X, =X +X, =X +0x; +0%x, =5
2%, +0x, + X; +0x, +0X; + X; +0x, =4
0x, + X, + X3 + X, +0X; +0%; + X, =6
X 20,i=1..7

s.a

(b)

[5x, +8x,| <100 = ~100 < 5x, +8X, <100
min z=23x, —3X, + 7%,

X + X, = X; + X, +0x; +0x4 +0x, +0x; =40

X +9X, — 7%, + 0%, — X5 +0xs +0x, +0x; =50
5x, +3X, +0x; +0x, +0x; + X, +0x, +0x; =20
95X, +8X, +0x; +0x, +0x; +0x; — X, + 0%y =-100
9%, +8X, +0x; +0x, +0x; +0xs +0x, + X, =100
X 20,i=1.8

s.a



- (data: 10.04.2017)

(@)
Eql
X +X, <6

Eq2
2% —X, <6

Eqg3
X, <1

AL.5a

= e
o N

X2

® & AN ONAO ©®




A regido néo é vazia e é ilimitada.
(b)

Eg3

X 20

Eg4
X, 20

Eql
2%, +3X, <12

Eq2
X —3X,<5

X2

AL.5b

x1

A regido nédo é vazia e é limitada.

(5, 0}

(1773, 2/9)

(6, 0

X1



(©)
Eql
X +X,<4

Eq2
XL+ 2x, 212

Eq3
X 20

AS5.c

X2
DN PR ORPNMWMAOOODO N

X1

—o—Eql
—m—EQ2

A regido € vazia (ndo existe interseccao entreragiges).




AL.O6 (data:04.04.2018)

Tomando o sistema na forma

Am b

V1
=0
a) Seexistrumy = ()’2 ) tal que {iA +0° sistema é inconsistente
Ym b
V1 Y4 =0
b) Seexistirumy = | Y2 |tal que {yA -0 ha uma redundancia no sistema. Pode-se
Ym b

eliminar uma das linhas A;x = b;, tal que y; # 0
c) Havera uma solugdo Unica se:

- O sistema, depois de verificado sua consisténcia e retirada as redundancias, for quadrado.
- Ordem da matriz = nimero de incégnitas.

d) Para calcular a matriz inversa de A
- Espelhar, na matriz A, a matriz identidade I — Al

- Através da técnica de pivoteamento, transformar a matriz A na matriz identidade, através
de operacgdes basicas com suas linhas.

- A matriz A serda transformada em | e a matriz | em A™1

1 2 =111 0 O
2 -2 3101 0
1 -1 210 0 1




AL.7 (data: 04.04.2017)

B=[B'B’B’|
— Al —
B l=A=|+A2>
— A3 -
(a)
100 1o o] 1 0 0] [«A'— Al
C=[B'B°aB’]=B-|0 1 0|=C'=1]0 1 0 Bl'=(01 0| -|[«A=|=>Cc'=|«A—
00 o 00 o 00 L] [«+4A—> T
(b)
100
B=[B'+B> B> a-B]=B-|1 1 0
0 0 «
10 0] 1 0 0] [«A'— —Al >
=D '=|11 0 B'=|11 0| |«A=|=>D"'=|+«-A+A"—
00 « 00 L] [«4A*—> PR LN

o

AL.9 (data: 02.04.2018)

Nao, pois a restri¢do |—2x; +3x3| > 12 € equivalente as restrigdes —2x; +3x3 > 12 ¢ —2x] 4+ 3x3 < —12 e na segunda
restri¢cdo equivalente o vetor b teria um termo negativo.

24



AL.10 (data: 02.04.2018)

a)

b)

f)

Solugao basica é o tinico vetor determinado pela escolha de uma matriz basica,
fazendo as n — m varidveis associadas as colunas que nao estao na matriz basica
iguais a zero, e resolvendo o sistema de equagdes para as m variaveis restantes.

Uma solugao factivel para um problema de programacao linear é um vetor x € R"
que satisfaz as restri¢gdes principais e nao negatividades.

Uma solugao basica factivel € uma solugao basica nao negativa.

Uma solugdo 6tima é a solugao basica factivel que otimiza (maximiza/minimiza) a
fungao objetivo. Pode acontecer de haver n solug¢des 6timas ou infinitas solugdes.

Uma solugdo basica étima € uma solugao basica factivel que maximiza/minimiza a

funcao objetivo.

Uma solugdo tipo f € uma solugao infinita, ou seja, sempre existird uma solugao
factivel x € R™ que aumenta/diminui o valor da fungao objetivo.



AL.12 (data: 10.04.2017)
a) Arestricdo :

|x1 + x2| <3 pode ser escrita como solucgéo valida : x; +x, <3
portanto temos as seguintes equacoes :

Maximizar : z=-3x; +2X,
X1 +2X, = X3+ X5 =4 @
X;+Xo+X, =3 (2)
X1,XpX3,X4,X520

Da primeira equagéo 0s pontos (xl, xz) =A(0,2) e C(4,0), formando a reta (1) no grafico abaixo.Realizando

0 mesmo procedimento para a segunda equagado tem-se B(0,3) ,reta e ponto D(3,0). Além disso, podemos
calcular o ponto de intersecdo entre as duas retas que forma o ponto E(2,1). Podemos calcular o valor da
funcéo de maximizacdo nestes pontos , conforme a tabela abaixo:

Ponto Extremo Z
A(0,2) 4 Reta x,=0
B(0,3) 6 Reta x;=0
C(4,0) -12 Reta x5=0
D(3,0) -9 Reta x,=0
Ponto de interse¢éo
E(2,1) -4

Portanto o ponto otimo é o B(0,3). Conforme a Figura abaixo.Podemos observar que o gradiente

G T

gradiente=-3x1+2x2=6

%2
ad




intercepta o ponto B, onde ocorre 0 maximo.Os lados AB,BE,EA formam a regido factivel.

b)
Z=-3X; +2X,
X1 +2X, = X5+ X5 =4 @
Xy +X,+X, =3 (2)

X; 20 X, =X; =X,

Nestas novas condi¢des as retas sdo mostradas no gréafico abaixo:

12 T T T T T T T T T

10+

X2

gradiente=-3x1+2x2=6

1
0 04 1 15 2 2.5 3 35 4 445 5
*1

cujo o resultado € similiar ao anterior, com o mesmo valor de Z.



AL.13 (data: 03.04.2018)

x1 x2 X3 x4 x5 b
Max 3 2 0 0 0
s. a 1 -2 1 0 0 4
-1 1 0 1 0 1
1 -1 0 0 1 5
a) Colocando na forma preparada:
x1 —2x2 + x3 + X6 =
-x1+ X2 + x4 + X7 =
x1 - x2 + x5 +x8=5
x1 X2 x3 x4 x5 X6 x7 x8 -20
3 2 0 0 0 0 0 0 0
1 -2 1 0 0 1 0 0 4
-1 1 0 1 0 0 1 0 1
1 -1 0 0 1 0 0 1 5
I ={1, 4, 2} J={3,5,6,7,8}
A'x +A'x;=b (1) (AL A=
a b c 1 0 -2 1 0 O
d e f -11 11=1]1]0 1 0
g h k 1 0 -1 0 0 1
a-b+c=1 d—e+f=1
b=0 a=-lec=2 e=1 d=0ef=1
-2a+b-c=0 2d+e-f=0
g-h+k=1 Portanto: (A)* = | 4 o o
h=0 g=-1 e k=1 0 1 1
-29 +h-k=0 10 1

Multiplicando (1) por (A", teremos:



(AYL Alx + (AYL AMxy=b . (AN

N
Sendo que: (A1 A'=| AYL A=A e b.(AY'=0b
1 0 0
'= 1o 1 0
0 0 1
S |1 o0o2[ft0 100 12 10
A=lo 1 1].]o 0o 0o 1 o|l=]0 1 0 1
1 01| o1 0 0 1 11 -1 0
R 4 10 2 6 x1
b=111-10 1 1]=|6|=]|xs
5 10 1 1 X2
m=c.(A)'=B02.]l10 2| = (5 0 8
0 1 1
10 1
C=c-m.A’=(0 00 0 0-(50 8-l1 01 0 ol -
0 00 1 0
01 0 0 1
=-(5 8 50 8=(G -85 0 -8
Logo,tem-se: xX=(6 1 0 6 0 O 0)
c=@0 0 5 0 -8 5 -8)
z=3x1+2x2=(3.6)+(2.1) =20
x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 -z0
0 0 5 0 -8 5 0 -8 -20
1 0 -1 0 2 -1 0 2 6
0 0 0 1 1 0 1 1 6
0 1 -1 0 1 -1 0 1 1




b) Apesar de a base ser: | = {1, 4, 2}, a variavel x7 também poderia formar essa base
(no lugar de x4). Portanto, € uma solucédo degenerada, ou seja, tipo beta.

Teremos: X =[6 1 0 6 0 0 6 0]

maxz=[3 2 0 0 0 O O O0]x

s.a X1 — 2X2 + x3
-x1+ x2

+ X6 =
+ x4

x1l— X2 + x5

Xi>=0



AL.14 (data: 15.04.2017)

Seja o PL na forma preparada:
& x; = Z(max) — Z

X1 +AJXJ =b
x12>0,x;>0

e considerando que i € a primeira componente da base 1, i.e. 1 = (i,]).

A condigdo sobre A’ para que j possa substituir i na base é:
xH—A]xJ =b = x4 :b—AJXJ >0 :>AJXJ <b
Seja
x=b—Alx; = x} =b; _A{XJ,
sendo A{ a i-ésima linha de A”.
n

Para x; diminuir de valor, Z (A1) > 0.
k=1

AL.15 (data: 21.04.2017)

Mostre que o valor 6timo de f é uma funcdo super aditiva de b, sabendo que uma funcao é super aditiva se:

g1 +12) > g(1)+g(Ya)

Seja A € R™ ", x1,x € R e xi,x0 >0V Y,Y, € R™*!. Teremos o seguinte Ax; =Y e Axy = 5.

Assim verifica-se que
1Ax1 +Axa > = [[ Ay [|* + 2] A [[[|Axa ]| + [ Axa|® 2 A1 [ + [|Ax2 ||

Sendo assim teremos:
|Ax; +Axy||* > [|Axi[|* + [|Axa| |

Chamando Ax; = Y;,Ax, =Y, teremos
Y1+ 12> > [ + |2l

Contudo denominando g(Y) como a norma ao quadrado teremos:
g +1) > eM)+g(12)

Podemos ainda escrever V by,bs,by € R™ ! Ax| = b1,Axy = by,Ax; +Ax, = b3,0u seja, by + by = b3, logo nota-se
que
153> > [|1]|* + [[b2 |

Diante disso concluimos que o valor 6timo de f € uma funcdo super aditiva de b.
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AL.16 (data: 03.04.2018)

g(Y1+Y2)<=g(Y1l)+g(Y2)

max f = c;.X max f = ¢, . X
s.a Ax=b f(cl) s.a Ax=b f (c2)
Xx>=0 x>=0

max f = (cp+cp) . X
s.a Ax=b
x>=0




AL.18 (data: 04.04.2017)

21 10 7 A |19 21 10 7 A 19
1 1. 6 4 6 |13 1 0 4 3 A6 6
5 2 24 17 15|44 |pA2)—»|1 0 4 3 152A |6 |P2.1)—
2 3 14 9 17|35 4 0 16 12 3A-17 |22
0 4 6 1 20|40 8 0 34 27 4A-20| 36
01 2 1 5 7
1 0 4 3 A6]|6
P21)—|{0 0 0 0 O 0
0 0 0 0 O 2
0 0 -2 -3 0 12

Assim,deA—-6=1—A="7.

(a)

0O 1 2 1 5 7

1 0 4 3 A6]|6

0 0 0 0 O 0 | = Redundancia

0 00 0 O 2 | = Incompatibilidade

0 0 2 -3 0 12 | = Incompatibilidade para x >0

Falando de outra forma, podemos dizer que se
y-A=0 N
{y b= 0} < Redundancia

{i]) ;‘ ; 8} < Incompatibilidade

AL
{i 2 > 8} < Incompoatibilidade, pois x > 0

x> 0= Falgumy = [y1,y2,3,y4,ys] # 0 tal que

(b)

Para x livre, a linha 5 do Tableu deixa de ser incompativel.

AL.20 (data: 30.03.2018)

Um conjunto é chamado conjunto convexo se dados dois pontos xj e x; € S, entdo Ax; + (1 —A)x, € S para cada
A €[0,1]. Assim, temos que: Ax =b = A(Ax; + (1 —A)x2) = A(Ax1) + (1 —A)Ax, = Ab+ (1 — A)b = b. Portanto,
S € um conjunto convexo.

33



Lista — Simplex (SPX)
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SPX.01 (data: 03.04.2018)

SejaoPL
maxx =3X; + X,
s.a. | X, + 2X,+ 10|24
X1+ X, <5
X, X,20

R3: Fica for a pois X1 e X2 sdo maiores ou iguais a zero
1) Forma Preparada

X1 X2 Z
FO 3 1
R1 1 2 >= -6
R2 1 1<= 5
R3 1 2<= -14
Passol:
Preparando
maxx =3 X; + X,
s.a. Xl + ZXZ—X3+ X4_='6
X1+ Xy +X5=5 |
X, X520

Forma preparada:
2) Tableu 1 ’




Tableu 2

R1 1 2 -1 1 0 -6
R2 (1) 1 0 0 1 5

Passo1:(-3) *R2+FO
Passo 2:(-1) *R2+R1

Tableu 2

FO 0 -2 0 0 -3 -15
R1 0 1 -1 1 -1 -11
R2 1 1 0 0 1 5

Aplicando X1 =5
5+ X2<=5,comisso X2 =0

Colocando no gréfico.

R3 (-6,-3)

\ 4

x1



SPX.2 (data: 10.04.2017)
(a)

Se o sistema é incompativel, significa que a vatiattificial na base é diferente de 0
(zero).

(b)

Se o sistema é compativel, siginifica que a valiaxtéicial na base € 0 (zero). Assim,
deve-se retirar essa variavel da base e contimmarocdesenvolvimento do método para
se obter a solucao do sistema.



SPX.3 (data: 24.05.2019)

Calculo via Método das Duas Fases

1. Colocamos o problema na forma padrio e incluimos as varidveis de folga, x4, x5 € x:

Minz = 9x1 + 6xp + 12x3

sa X1+ 2xo+x3—x4 =4
2x1+x2+x3 —x5 =35
2x1 4 3xp 4+ 2x3 —x6 =06

2. Incluimos as variaveis artificiais, x7, xg € x9:

Minz =9x; 4 6x; + 12x3

sa x1+2xy+x3—x4+x7=4
2x1+x4+x3—x5+x3 =15
2x1 +3x) +2x3 —xg+x9 =6

3. Fase I:
Min¢ = x74x3 + x9
sa X1 +2x+x3—x4+x7=4
2x1+x4+x3—x5+x3 =25
2x1 +3x) +2x3 —xg+x9 =6

(a) Colocamos o problema em forma de tableau:

Xi | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | X7 | X8 | X9 | —@o
0Oj]0|0]0|0]O0]|1 1 1
1721 }-1{0]O0O|1]0]O0 4
2 1 1 0|-1]01]0 1 0 5
2131210 (0]-11007]1 6

(b) Preparamos o tableau:
X1 | X2 | X3 | Xg4 | X5 | xe | X7 | X3 | X9 | —¢o
S|6|4(1]1|1,0|0]O0]-15
1 2 1] -1 0 1 01]0 4
2 11 1 17010110 5
2131210 -110]0 ] 1 6

(c) Realizando o pivoteamento com linha de bloqueio r = 1.

Min{3},?, g}, r = 1. x, entra na base e x7 sai da base.
{
X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | X7 | X8 | X9 | —o
S|16(41|1]110|0]0]|-15
1{2|1}(-1]0|0]1]0/|0 4 —
211 [0]-1]O]O|[1]0O]| 5
213(2(0]0]|-1]10|0]1 6

(d) Temos um novo tableau e vamos realizar o pivoteamento com linha de bloqueio r = 3.

Min{

)

[N
[N

wI—o

}, r =3. x| entra na base e xy sai da base.
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jl X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | X7 | X3 | X9 | —¢o

2 12t [r[3]o]lo] -3
sltlsl-5]olo[3[o]o] 2
Sloj s s-tjo|-5]1]o]| 3
Jlold{3jof-1)3]o0]|1] 0 |«

(e) Temos um novo tableau e vamos realizar o pivoteamento com linha de bloqueio r = 2.

Min{3,3,9}, r = 2. x¢ entra na base e xg sai da base.

!
X1 | X2 | X3 | X4 [ X5 | X6 | X7 | X8 | X9 | —¢o
00|14 |1]|3[3[0]4] 3
0|10 |2]0][1]2]0]-1] 2
0|0 |-1|-4|1[3]4]1]|3| 3 |«
170113023012 0
(f) Fim da Fase L.
Xt | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | X7 | X3 | X9 | —o
0Oj]0[O0]0]0]|0]1 1 1 0
RN RN
oo |4|4]4] 1| 4] 4] ]
ol slslaloldlzlol 2
4. Fase II:

(a) Eliminamos as varidveis artificiais e voltamos para o problema original

X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | —20
9ol6[12][0][0]0

1 2 1
ot [ 2 [-3[1]o0o]1
010 |4 |-3]-3|1]1
1o |3 |-53/0| 2

(b) Fim da Fase II. Colocamos o tableau na forma preparada, percebe-se que ele ja estd no 6timo.

X1 | X2 | X3 X4 | X5 | X6 —20
O[O0 7 |11]4)|0]|-24
ol1]|3[-3]3]0]1
010 |-3|-3|-3]1]1
1Ljo|3 |3 |-3]|0] 2
5. Resultados:
2
1
xt = 8 ez =24
0
_1_

Este problema também poderia ser resolvido utilizando o Dual Simplex.
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1. Colocamos o problema na forma padrao e incluimos as varidveis de folga:

Minz = 9x; + 6xp + 12x3

sa x142x2+x3 — x4 =4
2x1+x24+x3 —x5 =5
2x1 4 3xp 4+ 2x3 —Xx6 =06

2. Colocamos o problema em forma de tableau:

X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | —20
96|12 0|0 0
121 (-1]0]0 4
2111 ,0(-1]0 5
21312 ,010]-1] 6

3. Preparamos o tableau:
X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | —Z0

916 (12,0010 0

1127 -1]1]0]0)| 4

21-1]-1{0] 1[0} -5

21-3]1-2]0]0|1] -6

4. Aplicando o Dual Simplex:

(a) Realizando o pivoteamento com linha de bloqueio r = 3.

1
X1 | X2 | X3 X4 | X5 | X6 —20
916 (12,0010 0
-1|1-2(-1]1]0]0)| 4
21-1]-1{0]1]0] -5
21-3]1-2]0]0|1] -6 |«
(b) Temos um novo tableau e vamos realizar o pivoteamento com linha de bloqueio r = 2.
1
X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X | —20
50018 (00| 2]-12
T T 2
3101531 1[0]-5] 0
4 1 1
310|530 1]-3| -3 |«
2 2 1
511151010 (-3] 2
(¢) Temos um novo tableau e vamos realizar o pivoteamento com linha de bloqueio r = 1.
1
X1 | X2 | X3 | X4 | X5 X6 | —20
27 15 3 93
0101710 % |3 |7
T T 3 3
0 0 Z 1 Z -Z _Z <—
1 3| 1 9
U L I U B 2 -
1 1 1 1
O 1]z ]0] 3 |2 2

(d) Chegamos ao tableau 6timo.

Xl | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | —20
olo|[7[1]4]0]24
oo |[-3[-3]-3]1] 1
1 1 2
Lot [t -3l0] 2
0|1 |4 |-53/%|0]1
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5. Resultados: x* =

o
[a\l
*
I
)
=

—_ o O O = D

SPX.4 (data: 15.04.2017)

Nao € possivel pois o custo das varidveis artificiais € 1 e seu valor é ndo-negativo. Por se tratar de um problema de
minimizagdo e o menor valor que a funcdo objetivo pode assumir € zero, o problema nio pode ser ilimitado.

SPX.5 (data: 26.03.2018)

O problema na forma padrao, com a adi¢do de varidveis artificiais, fica no seguinte formato

minz = 10x + 24x; + 20x3 + 20x4 4 25x5
“a X1+ x4+ 2x3 + 3x4 + Sx5 +x6 = 19
T 2x1 +4x +3x3 4+ 2x4 + x5 +x7 =57

Dada a solugdo factivel: x; =5,x =4, x3 =5,x4 =0e x5 =0.

Pode-se obter os valores das varidveis artificiais para essa solugao.

{ 54+4+2(5)+3(0)+5(0)+x =19
2(5)+4(4)+3(5) +2(0) + (0) +x7 =57

x6=0
X7 = 16
Portanto, uma solucdo bésica factivel para o problema, tendo I = {6, 7} é

[5 45000 16]

X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7 | —20
10 24 20 20 25 0 O | —

1 1 2 3 5 1 0119
2 4 3 2 1 0 1|57

Ou ainda

X4 X5 Xe X7 | —20
20 25 0 0 | —246
35 1 0119

2 1 0 1|57

SPX.6 (data: 04.04.2017)
A regido de factibilidade para o problema é em 3 dimensdes, o que torna dificil a solu¢do geométrica dela.
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Sabemos que o método das 2 fases ao final da primeira fase nos da uma solucio BASICA factivel, algo que é mais
restritivo do que apenas uma solucio factivel. Ao utilizar esse método para o problema SPX.6, encontra-se que nao
ha uma solucdo bésica factivel no término da primeira fase, indicando que o problema ¢ infactivel.

-1 -2 -1 0 01 0]-4

3 10 5 1 0 0 O0]15

33 -10 9 0 1 O O]33

1 2 1 0 0 -1 1|4

225 0 0 5 0 1 0]-1

310 1 172 1710 0 O 0|32

36 0 14 1 1 0 0]48

25 0 0 -1/5 0 -1 1)1

0 0 7/45 19/90  1/90 1 0] -7/15
0 1 23/60 11/120 -1/120 0 0| 11/10
1 0 7718 1/36 1/36 0 0]4/3
0 0 -745 -19/9 -1/90 -1 1| 7/15

Repare que ¢* > 0 e ¢ # 0, logo o problema ¢ infactivel.

Uma répida andlise das restricdes mostram que para x; = x, = x3 = 1, a segunda e a terceira restricdes sio satisfeitas
quase no limite, mas ndo a primeira, indicando que ndo ha regido factivel para o problema.

Utilizando a fun¢do do MATLAB, dada por x = linprog(f,A,b), com:

310 5 15
A=|33 —-10 9 |b=|33|f=[2 3 5]
-1 -2 -1 —4

Obtemos como resposta do programa que nao hé solucio factivel.

Assim, ndo h4 solucdo factivel para o problema.
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SPX.08 (data: 03.04.2018)

Admitindo a inexisténcia de solu¢Ges degeneradas , apresente um argumento convincente para a
convergéncia do algoritimo SIMPLEX.

Se ndo houver solu¢Ges degeneradas: numa interacdo do método simplex quando se passa de
uma solucdo basica factivel a outra a funcdo objetio cresce, conforme Equagdo 1. Como a funcdo
objetivo cresce estritamente a cada iteracdo e o numero de solugBes basicas factiveis é finito,
entdo o método simplex converge em uma solucdo 6tima finita ou para uma solucdo 6tima
ilimitada em um numero finito de passo.

Equagado 1.
z= 5. b,/ A3

Premissa
b’ > 0 (solucido ndo degenadall!)

¢S >0,sec”® <0,chegamos solugio 6tima
A5 >0,sec””> 0e A’y <0,chegamos solucio ilimitada



SPX .09 (data: 03.04.2018)

a) MaxZ:5X1 +X2

2X, +3X, <14 s.a.
2X, +X, <10
X, +X, =8

b) Max z = 5X; + X,

2X, +3X, +X3 =14 S-a.
2X1 +X2 +X4 =10
Xl +X2 _X5 = 8

Adicionando a varidvel X para obter uma base factivel.

2X1 +3X2 +X3 =14
2X1 +X2 +X4 =10
Xl +X2 _X5 +X6 =8

Xl XZ X3 X4- X5 X6 _d)O

O 0O O o0 o 1 0

2 3 1 0 0 O 14

2 1 0 1 0 O 10

1 1 o o -1 1 8

S.a.

Preparando o problema para a base I = {3 4 6} e resolvendo a Fase I.

XZ XZ XS X4- X5 X6 _(1)0

-1 1 0 0 1 O -8

> 3 1 0 0 0 14 I = {3 4 6} ; Pivoteando em torno de
2 1.0 1 0 0] 10 4

1 1 0 0 -1 1 8

XZ XZ X3 X4- X5 X6 _(1)0

o -» 0 %» 1 O -3

o 2 1 -1 0 o a I = {3 2 6}; Pivoteando em torno de 4,
1 %» 0 %» 0 O 5

o %» 0 -%» -1 1 3

0 0 % % 1 0 -2




I ={216}
Problema infactivel, pela Fase | ndo é possivel minimizar ¢.

c) Flexibilizando a matéria prima A, ou seja, aquisicdo sem custo, o que implica em uma
guantidade ilimitada de A. Tomando M como um valor grande de matéria prima A, o tableau
da Fase | preparado na base I = {34 6} é:

X1 Xz X3 Xy X5 Xe| —do

-1 -1 0 0 1 O -8

2 3 1 0 0 ol m I = {3 4 6}; Pivoteando em torno de 4,,
2 1 0 1 0 O 10

11 0 0 -1 1 8

X1 Xp Xz Xo X5 Xe| —do

0 -% 0 2 1 0 -3

0 2 1 1 0 0 | m10 I = {3 2 6}; Pivoteando em torno de 43,
1 % 0 “» 0 0 5

0 % 0 2 -1 1 3

Xp X; X3 X4 X5 Xe| —¢o

0O 0 0 O 0 1 0

0 0 1 1 4 -4|M22 I'={321}

1 0 0 1 1 -1 2

o 1 0 -1 -2 2 6

Resolugdo da Fase |, base factivel para a Fase Il [ = {3 2 1}, com a minimiza¢do de ¢, e
com a varidvel X, fora da base. Flexibilizando a matéria prima B ndo é possivel de minimizar ¢,
o problema é infactivel.

d) Resolugdo Fase Il.

X, X, Xs X, Xs| —z
5 1 0 0 0] 0
0 0 1 1 4 |M22
1 0 0 1 1| 2
0o 1 0 -1 2| 6

Preparando paraa base ! = {32 1}

X, Xo Xs Xo Xs| —z,
O 0 0 -4 -3]| -16

0 0 1 1 4 |M2 X1 =2X;=6
1 0 0 1 1/ 2

o 1 0 -1 2| &6



O problema na Fase Il preparado para a base I = {3 2 1} ja se encontra no valor 6timo
X1 = 2,X, = 6, para atingir todas restri¢gdes é necessdrio 22 unidades da matéria prima A, e

nao 14 como proposto.

e) Grafico Matéria prima B vs. Mdo de obra, o ponto em destaque é o valor 6timo do problema
flexibilizado.

14

12

Ma3o de obra

0 2 4 6 8 10 12

Matéria prima B

—pl ——p2 pl+p2 =——Ilimite mp =——Ilimi mo



SPX.10 (data: 21.04.2017)

Obtenha a solucdo 6tima do PL dado. Explique por meio de um gréfico a caminhada rumo ao 6timo, a partir do ponto
dado pelo quadro.

(( max Z=ux;+2x

s.a  2x1+3x>5
6x1+9x2 > 15
—x1+x <0
x>0

Figura 2: Solu¢do geométrica do problema proposto

Ponto Coordenada (X1) Coordenada (X2) | Valor da fungéo objetivo (Z)

B 5/2 0 5.2

Figura 3: Resultados numéricos

SPX.11 (data: 30.03.2018)

max z=x1+2x

s.a  —x1+x >3
X1 +x2 <27
—2x1+x3 <3
Xi >0
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FASE 1:

I1={a4,5}
1={123}

I1={a42}
I1={135

max 7=Xx1+2x

s.a —Xxi+x—x3 =3
X1 +x2+x4 =27
—2x1+x+x5 =3
Xi Z 0

min ¢ =x,
sa —Xx1+x—x3+x, =3

X1+ x2+x4 =27
—2x1+x2 + x5 =
Xi Z 0
max ¢ = —x,
sa —x1+xp—x3+x, =3
X1+x2+x4 =27
—2x1+x2 + x5 =3
Xi > 0
Xt | X2 | x3 | x4 | X5 | Xq | —@o
-1 _
-1 1| -1 1 3
1] 1 1 27
21 1 3
X1 | X2 | x3 | x4 | xs | xg | —@p
1)1 -1 3
1)1 -1 1 3
1] 1 1 27
21 1 3
Xy | X2 | X3 | X4 | x5 | x4 | —o
1 -1 -1 0
1 -1 -1 1 0
3 1] -1 24
21 1 3
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I1={a42}
T={135

Como ¢ =0, podemos seguir para a FASE II:

I={a4,2}
J=1{135

1={a42}
T={135

1={142}
I=1{35}

Xy | X2 | X3 | X4 | X5 | X4 | —o
1 -1 -1 0
1 -1 -1 1 0
3 1 |-1 24

21 1 3

Xy | X2 | X3 | X4 | X5 | —20
1] 2 -
1 -1 -1 0
3 1 |-1| 24
211 1 3
X1 | x| X3 | x4 | X5 | —20
5 2| -6
1 -1 -1 0
3 1 |-1| 24
21 1 3
X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | —20
5 3 -6
1 -1 -1 0
3112 | 24
1 |-2 -1 3
X | X2 | X3 | X x5 | —20
-5/3 | -1/3 | -46
1 1/3 | 2/3 8
1| 1/3 | 2/3 8
1 19
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1={132}
I=1{35}

Como c; <0, entdo solugdo 6tima encontrada:
X1 =8 =19 x3" =8, x4 =0; x5 =0; 2" =46

A interpretacdo geométrica do problema encontra-se na figura a seguir, com a solug@o encontrada para o problema
no ponto extremo E (8, 19).

SPX.12 (data: 26.03.2018)
Pelo sistema de equagdes fornecidos no problema temos: xg € x7 como variaveis artificiais; x = x; —xp, x; > 0, xp > 0.
Portanto, temos

L[ 45 458562 10
|1 ~1 1 4 40 0 1

A base é dada por

G [1/4 ~1/8
()" = [ ~1/160 9/320 }

Para encontrar a base que o sistema se encontra é necessario realizar a seguinte operacio para cada x;: Al = (Al)1 . Al

Usando os valores das linhasi1i=1 e i1 =5 temos
" 1 A 0

1 5
a=[o] #-1]

Portanto, a base I = 1, 5. A solucio é dada por b = (Al)"! . b.
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Portanto

1000
-]

Ou seja, x; = 1000 e x5 = 75.

Para encontrar 7 e 7.b, utilizaremos os valores dos coeficientes das varidveis que estdo na base

d=[14 -80]

7 = c!.(A)!. Portanto,
r=[4 —4]

e . b=28000, que € o valor de -z;.

Com esses valores calculados, é possivel preencher a tabela como dado a seguir.

X1 | X2 X3 X4 X5 X6 X7 —20
00 —48 -24 |0 —4 4 —8000
1| —1]—225] -1 [0 1/4 | —=1/8] 1000
0| 0 [0,0813]|0,075| 1 | —1/160 |9/320 75

SPX.14 (data: 04.07.2017)

Colocando o PPL no formato padrao com as varidveis de folga:

max z = x1 +xp

sujeito a

—X1+xX2+x3=2
X1 —2x+x4=06

COM X1,X2,X3,X4 = 0

Tableau inicial

! T

X1 X2 X3 X4 —Z
-1 -1 0 0 O
—1 1 1 0 2
1 -2 1 6

Como tanto x; quanto x, t€m coeficientes negativos iguais, pode-se escolher qualquer delas para entrar na base. Neste
caso, escolheu-se x;. Deve-se escolher o coeficiente mais negativo (condi¢cdo de otimalidade para maximizagao).

51



A razdo minima nio negativa entre os valores na coluna z pelos valores da varidvel que entra na base (x;) vai decidir
que variavel saird da base (condi¢ao de viabilidade):

Para a varidvel x3 arazdo é 2/ — 1 = —2 e paraxy arazdo é 6/1 = 6.

A razdo minima nao negativa é 6, portanto x4 entra na base.

Aplicando pivoteamento

d
X1 X2 X3 X4 —Z
0O -3 0 1 6
0o -1 1 1 8
1 -2 0 1 6

Como o tnico coeficiente negativo é —3, a varidvel a entrar na base € x; (condic¢do de otimalidade).

Porém, ndo é possivel atender a condi¢do de viabilidade, pois qualquer razdo entre os valores da coluna z com os
valores da coluna x, serd negativo.

Isto significa que o problema tem solucao ilimitada, ou seja, z — oo. Ndo é possivel continuar o simplex. Do tableau
é possivel verificar que paramos na solucao factivel x; =6 e x; = 0.

SPX.15 (data: 04.07.2017)

Para obter uma solucdo factivel para o problema, utilizando a Fase I, colocamos as varidveis artificiais Ry,Ry,R3 e
buscamos minimizar r = R; + R, + R3:

min r =R +R+R3

sujeito a

2x1+2x)+x3—x4+R; =10
3x1+3x+x3—2x4+Ry =11
X1 +x—x4+R3=1

com Xl,XQ,X},X4,R],R2,R3 > 0

Tableau inicial

52



1 X2 X3 X4 R1 Rz R3 —r

X
o o o o -1 -1 -1 O
2 2 1 -1 1 0 0 10
33 1 -2 0 1 0 11
1 1. 0 -1 O 0 1 1

Para zerar os coeficientes das variaveis artificiais, soma-se cada uma das linhas a linha r, resultando no tableau se-

guinte:

\ T

X1 X2 X3 X4 R] R2 R3 —r
6 6 2 -4 0 0 0 23
2 2 1 -1 1 0 0 10
33 1 -2 0 1 0 11
1 1 0 -1 0 O 1 1

Como o problema na Fase I é de minimizagdo, escolheremos o maior coeficiente positivo para selecionar a vériavel a
entrar na base. Temos empate entre x| e xo; escolheremos x;.

Pela condicao de viabilidade, R3 € a escolhida para sair da base.

| T
X1 x» x3 x4 R Ry Ry —r
0O 0 2 O 0 -6 17
0O 0 1 1 1 0 -2 8
0 0 1 1 0 1 -3 8
1 1 0 -1 0 O 1 1

Pelas condi¢des de otimalidade e viabilidade, x3 entra na base e R sai da base.

R] R2 R3 —r

=
=
(3]
o|&
z

0 O -2 0 -2 1
0 0 1 1 1 0o -2 8
0 O o -1 1 -1 0
1 1.0 -1 0 O 1 1

Apesar da varidvel artificial R, ainda continuar na base, o seu valor passou a 0. Portanto, a solucdo atual ja é uma

solugdo factivel para o problema original.

Deduzimos entido do ultimo tableau os valores das variaveis basicas:
x1=1 x3=28

Sendo o valor das varidveis nao basicas
Xy = 0 X4 = 0
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Podemos confirmar o resultado verificando se os valores encontrados atendem as restricdes do problema original:

2x14+2x+x3—x4=10—=>2%1+2%x04+8—0= 10 — satisfaz
3x1+3x+x3—2x4 =11 -3%x14+3%x04+8—2%x0=11 — satisfaz
x1+x—x4=1—14+0—-0=1 — satisfaz

X1,X2,Xx3,x4 > 0 — satisfaz

Portanto a solucdo encontrada na Fase I € factivel.

SPX.16 (data: 28.03.2018)

Colocando o P.L. na forma padrdo, tem-se

(max)z = 3x; +2x,

X1 —2x) +x3 =4
—X1+x2 +x4 =1
s.a.
x1—x2 +x5 =35
x>0

Nao é possivel colocar o sistema na base I = {2,4,1}, pois esta configuracdo é infactivel. Além disso, o problema
ndo apresentara uma solucio 6tima, pois trata-se de um problema ilimitado.

SPX.17 (data: 27.05.2019)

PRIMEIRA FASE:
Passo 01: Acrescentar a variavel artificial “a;”.
Passo 02: Adequar a fungdo objetivo, para que assim possamos eliminar a varidvel artificial.

¢ = minq

s.a X1+ 3x3+ x4 =5
X2+ X5 =
3x1 +2x3 —xg +ag =6
X1 +x2+x7 =10
x120, iZl,...,7

XI X2 X3 X4 X5 Xe X7 ai | ¢—do
O 0 0 O O 0 0 1 0
1 0 3 1 0 0 0O O 5
o 1 0 0 1 0 0O O 5
30 2 O O -1 O 1 6
1 1 0 O O 0 1 0 10

Passo 03: Colocar o tableau na forma preparada.

Como a fung¢ao objetivo trata de uma minimizacgao, deve-se escolher o coeficiente mais negativo para entrar na base,

56 10

nesse caso, x1. Para sair escolhemos ay, pois € a varidvel basica associada ao min { 1371 }

I1={4,51,7}
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X| Xp X3 X4 X5 Xe X7 ap | @ —@o
-3 0 -2 0 O 1 0 O —6
1 0 3 1 0 0 0O O 5
0 1 0 0 1 0 0O O 5
3 0 2 O 0 -1 0 1 6
1 1 0 0O O 0 1 0 10
X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7 ar | ¢—do
0 O 0 0 O 0 0 1 0
o o0 73 1 0 13 0 -—l1/3 3
0 1 0 0 1 0 0 0 5
1 0 23 0 0 -3 0 13 2
0 1 -25 0 0 s 1 -15| 8

concluida a otimizagdo da primeira fase, perceba que ndo hé coeficientes negativos, pode-se entdo, avangar para a

segunda fase.

SEGUNDA FASE:
Passo O1: Retirar a coluna artificial.
Passo 02: Retomar funcdo objetivo original.

A
X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7 | ¢ —@o
3 3 0 0O O 0 0 0
0 0 75 1 0 15 0] 3
~—0 1 0 0 1 0 0 5
10 25 0 0 -3 0| 2
0 1 25 0 0 15 1] 8
1
X1 X2 X3 X4 X5 X X7 | @—do
3 0 0 0 -3 0 0 —15
0 0 75 1 0 15 0] 3
0 1 0 0 1 0 0 5
«~1 0 23 0 0 -3 0 2
0 0 —25 0 -1 13 1] 3
i
X| X2 X3 X4 X5 Xe X7 | @—do
0 0 -2 0 =3 1 0| —-21
o o 73 1 0 13 013
0 1 0 0 1 0 015
1 0 25 0 0 -5 0|2
©0 0 25 0 -1 13 1|3
X| X2 X3 X4 X5 Xe X7 | O —o
0 O 0 0 0 0 -3 -30
0O O 3 1 1 0O —-110
0 1 0 0 1 0 0|5
1 O 0 0O -1 O 1 5
o 0 -2 0 -3 1 3 9

Note que como os coeficientes sdo ndo positivos e trata-se de um problema de maximizacdo, tem-se a solucdo 6tima

com:
X]=x=5x=9x3=x3=x5=0
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Ademais, uma vez que x3 ndo estd presente na funcio objetivo e pudemos observar que o seu valor 6timo € zero, a
andlise gréfica do problema pode ser feita considerando a varidvel x3 nula. Assim, ao plotar a solugdo gréfica tem-se
a Figura[d]

. ™
' : -3 <5
or i i - 32, <6
| : - = I S 5
| % x + 22 <10
-y 1 | 0 ponto Gtimo
I I P regido factivel
! f —= gradiente
| I
6 I %
é
N U FU S, —_ O e
8
4 -
2 -
0 |
¢ :
1 |
2 'y | 4 | | |
-2 0 2 4 6 8 10

Ty

Figura 4: Solugdo grafica do problema SPX.17 considerando x3 = 0.

Considerando o tableau, bem como a andlise grafica da Figura 4] podemos concluir que:

(a) Na Figura[dexistem 3 solucdes bdsicas 6timas.

(b) Pelo tableau a solugdo 6tima x] = x5 =5, x; = 9, x5 = x; = x5 = 0 € degenerada, isso pode ser observado pela
presenca de um zero (destacado em azul) na solugdo. Além disso, analisando graficamente é notdvel que x] = 5,
x; =5, x3 = 0 também € uma solugdo 6tima degenerada.

(c) Na FiguraEI, X1 +xp < 10 € uma restri¢ao redundante.

(d) Pela anélise grafica, tem-se que a redundancia ocasiona a solu¢do degenerada.

SPX.18 (data: 28.03.2018)

(a) Na forma padrao e adicionando-se as variaveis artificiais, tem-se

(max)z =x1 +x,

—X1+x2+x3+ +x§ =2
8x; —x2 +x4+  +xg =40
S 5x1 4 2x0 +3x3 +x4 + +x4 =46
x>0
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O objetivo da primeira fase obter a solugdo 6tima do P.L para (min)¢ = x¢ +x¢ 4 x4, ou seja, obter ¢ = 0. Colocando

o sistema no tableau, tem-se

VB |x1 x x3 x4 x§ xg x5| b
z |-1 -1 0 0 O O O] -
xx |- 1.1 0 1 0 0]2
x |8 -1 0 1 0 1 0140
x5 2 3 1 0 0 11|46
[ o o0 o0 o0 1 1 1 -

Na forma preparada, ou seja, zerando-se os coeficientes das colunas base na linha correspondente a ¢, tem-se

VB | x1 x x3 x4 x5 xg x5| b
z -1 -1 0 0 0 0 O

x| -1 1 1 0 1 0 0] 2
xg 8 -1 0 1 0 1 0140
x5 5 2 3 1 0 0 1146
o |-12 2 4 2 0 0 0 |-88

Para se escolher a varidvel que entrard na base, deve-se observar a coluna correspondente a0 menor termo na linha
correspondente a ¢ e que seja menor que zero. Assim, verifica-se que x; entra na base.

A varidvel que iré sair da base serd aquela correspondente a linha para a qual se obtém o menor valor de b dividido
pelo termo desta mesma linha na coluna da variavel que entrard na base. Portanto, x¢ sai da base.

Pivoteando o tableau para a entrada de x; e a saida de x{ da base, tem-se

VB | x; X2 X3 x4 x5 xg x5| b
9 | I
O — 0 - 0 <= 01|35
e+
x5 | 0 3 1 ? 1 ? 0 7
1
21 5
10 — 3 - 0 — 17121
. 828 84 128
O —— 4 — 0 — 0]-28
¢ 8 8 8
Na itera¢@o seguinte, x3 entra e x5 sai da base. Pivoteando:
VB |x1 x» x3 x4 x5 xg x5|Db
9 | 1
— 0 - 0 - 015
ST S
1
- 0 - 0 - 0
i 8 8 8
/10 O 0 0 -3 -1 1|0
¢ /O O O O 1 2 010

Este ponto ¢ = 0. Logo, chegamos ao final da fase I. As varidveis artificiais ndo bésicas podem ser eliminadas da

tabela.
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VB |x1 x x3 x4 x7|Db
9 I
0O — 0 - 015
DT .
X3 0 g 1 % 0 7
1
—— - 0
i 8 8
x5 10 0 0O 1]0
(0] 0 0 0O 0 010

H4, entretanto, uma varidvel artificial na base, porém o valor desta € igual a zero (x5 = 0). Além disso, ao observar
os demais termos das colunas de varidveis nao basicas nesta linha, percebe-se que todos sdo iguais a zero. Assim, a
linha e a coluna referentes a esta varidvel artificial podem ser eliminadas. O efeito desta linha nula é consequente da
existéncia de redundancia no sistema.

O tableau no final da fase I e j4 na forma preparada para a fase II € dado conforme segue.

VB |x1 x x3 x41|Db
9 I
0O — 0 =15
A
X3 0 g 1 % 7
1
1 —— 0 =15
A 8 8

Para obter o valor 6timo de z, deve-se continuar o pivoteamento. Nesta iteracdo a varidvel x, entra na base, enquanto
a variavel x3 sai, desta forma:

VB X1 X2 X3 X4 b
9 2
O 0 = =114
Z i
X2 0 1 = = 8
I
1 0 = =16
A 7 7

Assim, a solu¢do 6tima do problema é dada por:

I={2,1} xx=[6 8 0 0] zx=14.

(b) Neste problema a base j4 estd bem definida e € composta pelas varidveis x3, x4 € xs. Desta maneira, a fase I ndo é
necessaria.

Colocando o P.L. no tableau:

VB | x1 x x3 x4 x5 | b
z |-1 -1 0 0 O
x3 -1 1 1 0 0] 2
x4 | 8 -1 0 1 0|40
xs |[-1 3 0 0 1|24

A variavel x; entra na base e a variavel x4 sai da base.
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VB | x1 x x3 x4 x5/| Db
9 1
0O —— 0 - 015
ST
X3 0 g 1 % 0 7
1
X1 1 —§ 0 % 0 5
2
0o — - 1129
s 8 8
A variavel x, entra na base e a variavel x3 sai da base.
VB | x1 x X3 Xy x5 | b
9 2
0 O - - 0|14
: —
x | 0 1 - - 0] 8
[
X1 1 0 - - 0] 6
723 72
—— —= 1
x5 | 0 O 7 7 6

A solugdo 6tima equivale a

1={2,1,5} xx=[6 8 0 0 6] zx=14

(c) Colocando na forma padrao, adicionando as varidveis artificiais e colocando no tableau, tem-se

VB | x 1 X2 X3 x4 X4 X5 Xg b
z |3 -1 0 0 O O O] -
71 1 -1 1 0 0 0S5
x |-1 3 0 0 1 0 0110
x5 |2 -1 0 0 O 1 010
x |-1 1.0 0 0 0 1715
phi | O 0 0 1 O O 0] -

Na forma preparada:

VB | x 1 X2 X3 x4 X4 X5 Xg b
z |3 -1 0 0 O O O] -
71 1 -1 1 0 0 0S5
xq |-1 3 0 0 1 0 0110
x5 |2 -1 0 0 O 1 010
X |-1 1.0 0 0 0 1715
phi|-1 -1 1 0 0 0 0]-5

A variavel x; entra na base e a variavel x? sai da base.
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VB | x1 x x3 x* x4 x5 x| b
z O 2 -3 3 0 0 0115
X1 1 1 -1 1 0 O O0]S5
x |0 4 -1 1 1 0 0|15
x |0 -3 2 2 0 1 00
X |0 2 -1 1 0 0 1110
phi ] O 0 O 1 0O O 0|0

Chegamos ao final da fase I. Como x“ e phi sdo iguais a zero, as linhas e colunas correspondentes sdo eliminadas do
tableau.

VB X1 X2 X3 X4 X5 Xg b
z 0 2 -3 0 0 O0]15
X1 1 1 -1 0 0 O0]|S5
x2 |0 4 -1 1 0 0]15
x [0 3 2 0 1 0] 0
X |0 2 -1 0 0 1]10

A coluna com o menor valor negativo corresponde a varidvel x3. Entretanto, ao se tentar escolher a linha pivd,
dividindo-se b pela coluna de x3 ndo é possivel obter um valor positivo. Porém, observe que a varidvel basica x5 é
igual a zero (isto porque existe redundancia no sistema), de forma que pode ser retirada da base sem alterar o valor da
funcdo objetivo. Escolhe-se x, para entra na base no lugar de xs5. Assim, pivoteando a tabela, tem-se:

VB | x 1 X2 X3 X4 X5 X6 b
5 2
O 0 —= 0 - 0|15
Z oy
1 0 ——= 0 - 01| 5
N S
2 1
1 2
O 0 — 0 - 1|10
o 3 3
A variavel x3 entra na base e a variavel x4 sai da base.
VB | x1 x» x3 x4 X5 X6 b
z 0O 0 0 1 2 0|30
I I
1
2
0o 0 0 = - 1| 8
Yo 5 5

A solucdo 6tima equivale a

1={1,3,2,6} xx=[8 6 9 0 0 8] zx=30.

(d) Na forma padrio, adicionando-se as varidveis artificiais e colocando no tableau, tem-se
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b

X X3 X4 X5 Xe X7 Xg X X{,

X1

Xlo

dXO/
ﬂoo

X2 X3 X4 X5 Xg X7

X1

-5

-2

Xlo

WM?

X2 X3 X4 X5 X¢ X7

X1

VB

Na forma preparada:

VB

A varidvel x3 entra na base e a varidvel xg sai da base.

VB

-20
14

a
10

a
X7 Xg Xg

X5 Xe
61

4
X4

X3
0

2 3

4 -1
-2

X1 X2

2

4 -6

X3
xg
a
10
X7
VB
X3
a
a
10
X4

Final da fase I (todos os termos da linha ¢ sdo positivos): nao foi possivel zerar o valor de ¢, o P.L., portanto, é

A variavel x4 entra na base e a variavel x7 sai da base.
infactivel.



SPX.19 (data: 02.04.2018)

maxz = x; + X,

s.a. —x1+x, =3
X1+XZS27
2x1 —x, < =3

Colocando na forma padrao:
maxz = x; + X,
s.a. —X1+xy3—x3=3
X1 + Xy + Xg4 = 27
—2x1 + X3 — X5 =3

Incluindo varidveis artificiais:

min® = xg + x
5.a. —X1+Xp —X3+x5=23
X1+ Xy +x4 =27
—2X1+x, —x5+x;,=3

Fase 1: Resolver o problema artificial pelo SIMPLEX. Minimizar @ e fazer com as

variaveis artificiais sejam iguais a zero.

I1=1{6,4,7}
X1 X3 X3 X4 X5 Xg X7
Base 3 -2 1 0 1 0 0 D—6
Xg -1 1 -1 0 0 1 0 3
Xy 2 0 1 1 0 -1 0 24
X7 -1 0 1 0 -1 -1 1 0
Entra x, e sai x¢. [ = {2,4,7}.
X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
Base 1 0 -1 0 1 2 0 -0
Xg -1 1 -1 0 0 1 0 3
X4 2 0 1 1 0 -1 0 24
X, —1 0 1 0 —1 —1 1 0

@ foi minimizado e as variaveis artificiais sdo iguais a zero. Assim, podemos ir para a
Fase 2.

Fase 2: com a solugao basica factivel encontrada na Fase 1, aplica-se o SIMPLEX no

problema original. I = {2,4}.

Xq X5 X3 X4 X5

Base 1 1 0 0 0 7 —
Xy -1 1 -1 0 0 3

X4 2 0 1 1 0 24




Colocar na forma preparada e pivotear:

Xq X X3 X4 Xs
Base 2 0 1 0 0 Z-3
) -1 1 -1 0 0 3
X4 2 0 1 1 0 24
Entra x; e sai x4. [ = {2,1}.
Colocar na forma preparada e pivotear:
X1 X2 X3 X4 Xs
Base 2 0 1 0 0 Z -3
) -1 1 -1 0 0 3
Xy 1 0 1/2 1/2 0 12
Xq X X3 X4 Xs
Base 0 0 0 -1 0 Z =27
X 0 1 -1/2 1/2 0 15
Xy 1 0 1/2 1/2 0 12

Nao existem mais varidveis com coeficientes positivos na fungao objetivo. Assim, o

SIMPLEX é finalizado e entramos a solucao basica 6tima com x; = 12, x, = 15e

Z =27.



SPX.20

(data: 15.04.2017)

Neste exercicio serd aplicado o método o método das duas fases no PL apresentado a seguir:

min z2=4x; + 12x;
2x1+x2>6
s.a  x1+3x <8
x1 >4
x>0
(a) Colocando o problema na forma padrao:
FASE I:
min ¢ = xg+x7
2x1+x —x3+x5 =06
s.a x1+3x+x=2=8
X1 —x5+x7=4
x>0
No Tableau:
X2 X3 X4 X5 X X7 ¢
O 0 0O O 1 1]0
1 -1 0 0 1 0|6 = Colocando o sistema na forma preparada:
3 0 1 O O O0]8
0O 0 0 -1 0 1|4
obtém-se como resultado:
X1 Xy X3 X4 X5 Xg X7 )
-3 -1 1 0 1 0 O0/|-10
@ 1 =1 0 0 1 0 6 = x| entra na base no lugar de x¢
1 3 O 1 0 0 O 8
1 0O 0O 0 -1 0 1 4
X2 X3 X4 X5 X6 X7 ¢
0 1/2 —-1/2 0 1 3/2 0| -1
12 -2 0 0 1/2 073 = x3 entra na base no lugar de x7
0 5/2 /2 1 0 -1/2 0] 5
0 —-1/2 @ 0 -1 —1/2 1|1
X|] X2 X3 X4 X5 X¢ X7 |@
0O 0 0 0 O 1 1 |0
1 0 0 0 -1 0 1 |4 =FimdaFasel,com¢@ =0, x¢ =x7 =0.
0 3 0 1 1 0 —-1/4
O -1 1 0 -2 -1 2|2

(b) Encontrando o 6timo na Fase II:

Solugdo inicial factivel do problema original:

X] X2 X3 X4 X5 | —Z

4 12 0 0 0] 0

1 0 0 0 -1} 4 = Colocando na forma preparada:
0 3 0 1 1 4

0O -1 1 0 -2 2
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X1 X2 X3 X4 X5 -7
0 12 0 0 4 |-16
1 0 0O O -—-1| 4 = x, entra na base no lugar de xs.
o ® o1 1] 4
0O -1 1 0 -2 2
Rearranjando o sistema e fazendo as permutagdes, obtém-se:
X1 X2 X3 X4 X5 —Z
0 0 0 -4 0 -32
1 0 0 O -1 4 = Fim da Fase II.
0 1 0 1/3 1/3 | 4/3
0O 0 1 1/3 -5/3]10/3

Solugdo étima:
4/3

x=10/3| , zr=32.

(c) O sistema possui uma outra solug@o alternativa: xs poderia entrar na base e ndo mudaria o valor da fungéo
objetivo. Exemplo: trocando a base x; por x5 obtém-se o tableau:

X1 X X3 X4 X5| —Z
0O 0 0 —4 0)|-32
1 3 0 1 0 8
0O 3 0 1 1 4
o 5 1 2 0 10
com

8

0
x*=|10| , Z*=32

0

4

SPX.21 (data: 30.03.2018)

(a) Determinar a base e a solucdo bésica correspondente ao quadro.

I= {X1,XS,X3}
Solugdo bésica:

X1:2/3
x=0
x3=238/3
X4:0
X5:4
x6:0
z=10

(b) Encontre a matriz inversa (A7)

Conforme quadro apresentado, existe uma matriz inversa que reverter as operagdes de pivoteamento realizadas no
problema linear e retornar o problema na forma preparada:
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1 -1 0 470 0 0 -1 0 -2 10 ~1 3 4 0000
0 1 0 2|l ~1/30 1/30 -2/3 23 |1 1 2 1006
0 1 1 —-1{lo 2 0 0 1 1 4 1 1 -1 0102
0 -1 0 1/]]0o 2/3 1 1/3 0 1/3 8/3 11 1 001 2

. . . . . , . . o —1
Assim, aplicando-se o método Simplex é possivel verificar o quadro apresentado e determinar a matriz inversa (A’) ™.

[1 0 0 —4][-1 3 4 0000 3 -1 000 —4 -8
010 -2 1 1 2 1 00 6 . 3 -1 010 =2 2

001 1 1 1 -1 010 2 0 2 001 1 4

0 0 0 1 -11 1 00 1 2 -1 1 1 0 0 1 2

1 -1 0 0] [3 -1 0 0 0 —4 -8 o o0 0 -1 0 -2 -10
01/300[|3 -1010 -2 2 1 —1/3 0 1/3 0 —2/3 2/3
0O 0 1 0|0 2 O0O0O0T1 1 4 o 2 0 0 1 1 4
0130 1][-1 1 100 1 2 0 2/3 1 1/3 0 1/3 8/3
1 -1 0 O]t 0 0 —4 1 -1 0 =2

0 1/3 0 0[ |01 0 =2 |0 1/30 —2/3

0O 0 1 0[|0 01 1 0 0 1 1

0 1/3 0 1/ [0 0 0 1 0 1/3 0 1/3
Assim, obtém-se a matriz inversa (A’)”:

1/3 0 —2/3
an'=1o0 1 1
1/3 0 1/3

1 =10 27" 1 -10 4

o 1/3 0 =2/31 |0 1 O 2

0o 0 1 1 “lo 1 1 -1

0 1/3 0 1/3 0 -1 0 1

(c) Determine o vetor multiplicador: b = [2/3,4,8/3]

(d) Encontre o valor de 7mb.

1=1{1,53}
cr = [c1,¢5,03] = ¢ =[—1,0,4]
1/3 0 —2/3
An-t=|lo 1 1
1/3 0 1/3

n=c/(AH' = =][1,0,2]

(e) Este quadro € 6timo? Comente.
Este quadro € 6timo, pois todos os ¢; < 0, entdo solu¢do ndo mais podera ser otimizada.

(f) H4 uma solugdo alternativa a apresentada no quadro, com o mesmo valor de funcio objetivo. Explique.
Sim, como ¢, = 0, entdo x; podera ser incluido na base e ndo haverd alteracdo do valor da fungao objetivo.

SPX.22 (data: 02.04.2018)
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max z = 1050x; + 1000x;

s.a 300x; +400x, < 24000
300x; 4+ 200x, < 18000
x1 >0
X2 Z 0

Na forma padrao:

max z= 1050x; + 1000x;
s.a 300x1 +400x; +x3 = 24000
300x; +200x; + x4 = 18000

x1 >0
X2 Z 0
X1 X X3 X4
1050 1000 O O | O
300 400 1 0O | 24000
300 200 O 1 18000
X1 X2 X3 X4
0 300 O —3.5| —63000
0 200 1 -1 6000
2 1

1 H 0 35 60
X1 X2 X3 X4
0O 0 -—-15 -2 | —=72000

I —1
0 1 @ @ 30
L 0 35 50 | 40

x] =40

x; =30

x;=0

x,=0

" = 172000

Levando em consideragdo apenas as restri¢goes fornecidas pelo problema, seria interessante contratar funcionarios em
ambas as linhas. Nos dois casos o custo de mao de obra por produto produzido € menor que o lucro obtido.

SPX.23 (data: 21.04.2017)

Neste exercicio serd aplicado o método o método das duas fases no PL apresentado a seguir:

min Z = 30x, 4+ 10x3 4+ 30x5 + 10xg + 10x7 + 40xg + 20x9 + 50x19 + 70x11 + 90x12
2x1 + 4x4 + 2x5 + 2x6 +x7 > 10000

s.a Xy x5+ 2x7 +xg > 30000
X3 + X + xg + 2x9 > 20000
x>0
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(a) Colocando o problema na forma padrao:

FASE I
min ¢ = x16+x17 +X18
s.a  2x)+4xq4 + 2x5 4+ 2x6 +x7 — x13 + x16 = 10000
X2 + x5+ 2x7 + x3 — x14 + x17 = 30000
X34+ X6 + 2x9 — x15 + x18 = 20000
x>0
No Tableau:
X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7 Xg X9 X0 X1 X2 X13 X4 X5 X16 X17 X18 o
o 0o o o 000600 0 0 0 o0 o0 o0 1 1 1 0
2 0 0 4 2 2 1 0 0 0 O O -1 0 o0 1 0 0 | 10000
o 1 o o1 0 2 1 0 O O O O -1 0 0 1 0 30000
o o1 0 01 0 0 2 O O O O O —=1 0 0 1 |20000
Colocando o sistema na forma preparada, obtém-se o seguinte resultado:
X1 X2 X3 X4 X5 X¢ X7 Xg X9 Xi0 X11 X12 X13 X14 XI5 X6 X17 X138 (0
-2 -1 -1 -4 -3 -3 -3 -1 =2 0 0 O 1 1 1 0 0 0 | —-60000
20 0 ®» 2 2 1 0 0 0 0 0 -1 0 O 1 0 0| 10000
0 1 0 0 1 0o 2 1 o o o0 o O -1 0 0 1 0| 30000
0 0 1 0 0 1 o o 2 O O o0 o o0 -1 o0 0 1 20000
X4 entra na base no lugar de x;¢
X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7 X§ X9 Xj0 X1 X12 X13 X14 XI5 X6 X17 X138 o
o -1 -1 0 -1 -1 -2 -2 -2 0 O 0 1 1 1 0 0 | —-50000
1 1 1 —1 1
> 0 0 1 5 5 6 0 0 0 0 4 0 7 0 0 2500
0 1 0o 0 1 0 2 1 o o0 o O O -1 0 0 1 0] 30000
0 o 1 0 O 1 0 1 2 0 0 o0 o o0 -1 0 o0 1 20000
X7 entra na base no lugar de x4
X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7 Xg§ X9 Xj0 X11 X12 X13 X14 X15 Xig X17 X8 ¢
4 -1 -1 8 3 3 0 -2 -2 0 O O -2 1 1 3 0 0 |-30000
2 0 0 4 2 2 1 0 o o0 0 O -1 0 O 1 0 0 10000
4 1 0 -8 340 0 0 0 0 2 -1 0 -2 1 0| 10000
0 0 1 0 0 1 0 1 2 0 0 O O 0 -1 0 o0 1 20000
Xxg entra na base no lugar de x7
X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7 Xg X9 X10 X11 X122 X13 X4 X15 X16 X17 XI8 )
-4 1 -1 -8 -3 -50 0 -2 0 O O 2 -1 1 -1 2 0 |-—10000
2 0 0 4 2 2 1 0 0 O O O -1 0 O 1 0 o0 10000
-4 1 o -8 -3 401 0 O O O 2 -1 0 -2 1 0 10000
4 -1 1 35 00 2 0 0 0 -2 1 -1 2 —1 1| 10000
X4 entra na base no lugar de x;g
X1 X2 X3 X4 X5 Xe X7 Xg X9 X190 X11 X2 X13 X4 X15 Xi6 X17 XI8 o
0O 0 0 0 O o 0o o 0o 0o o0 0 o0 o0 1 1 1 0
T =1 T =1 =T 1 T =1
6o 3 - 0 35 5 10 -1 0 0 0 0 % 5 0 35 5 |5000
o o 1 o0 o0 1 01 2 O O O O O -1 0 0 1 20000
1 -1 1 3 5 1 -1 1 =1 1 =1 1
z x g !t g § 00 7 0 0 0 7 g % 3 5 g|[!1250
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(b) Encontrando o 6timo na Fase II:

Solugdo inicial factivel do problema original:

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7 Xg X9 X10 X11 X12 X13  X14 XI5 Z
0O -25 25 0 -25 25 0 O 50 —-50 —-70 -9 O -5 -—35] 850000
T =1 T =1 —1 1
0 5 =5 0 5 75 1 0 -1 0 0 0 0 = 5 5000
0 0 1 0 0 1 0 1 2 0 0 0 0 O —1 | 20000
1 -1 1 3 5 1 -1 1 —1
5 5 g |1 2 : 0 0 4 0 0 0 - 3 = 1250
Solucdo € ilimitada.
SPX.25 (data: 29.05.2019)
(a):
max 7= 10x; +5x; + 10x3
s.a. 2x;+2x+x3 <120
2x1 + x4+ 2x3 < 140
2x1 4 3x2 +3x3 > 300
x>0
(b): Na forma padrao:
max 7= 10x; 4+ 5xp + 10x3
s.a. 2x;  +2x +x3  +x4 =120
2x1 +x  +2x3 +x5 = 140
2x1 +3x  +3x3 —x¢ +x, =300
x>0
Fase I:
min @ =x,
s.a. 2x; +2x +x3  +x4 =120
2x1 +xy  +2x3 “+X5 =140
2x1  +3x  +3x3 —x¢ +x, =300
x>0
Na forma preparada:
—2x1  —3xy —3x3 +X6 = ¢ —300
2x1  +2x +x3  +Xx4 =120
2x1 +xy  +2x3 +X5 =140
2x1  +3x0  +3x3 —x6 +x, =300
x>0
e o tableau fica da seguinte forma:
X1 X2 X3 X4 X5 Xe Xg Y
-2 -3 =3 0 O 1 0 | =300
2 2 1 1 0 0 O 120
2 1 2 0 1 0 0 140
2 3 3 0O 0 -1 1 300
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escolhendo x3 pra entrar na base, a varidvel que sai € xs:

agora a varidvel que x; entra na base, e a varidvel que sai € xy4:

X| X2 X3 X4 X5 Xe Xg| @
1 =2 0 0 3 1 0]-9
1 3 0 1 5 0 0] 50
1 4 1 0 1 0o 070
-1 3 0 0 F -1 1] 9
Xp X2 X3 X4 X5 Xe Xg | ¢
2 0 0 I 1 1 0]-40
2 2 =1 100
S O
3 3 3 3
-2 0 0 -1 -1 —1 1] 40

Desta forma néo € possivel tirar a varidvel artificial x, da base, de forma que nao é possivel encontrar uma solugao

inicial factivel.

(c) Considerando a possibilidade de comprar matéria prima adicional pelo custo de 6 u.m.p/kg o problema fica da

seguinte forma:

E na forma padrao:

max 7= 10x; 4+ 5xp + 10x3 — 6x4

s.a.

2x1 + x4+ 2x3 < 140
2x1 + 3xp + 3x3 > 300

X

>0

z=10x; +5x0 + 10x3 — 6x4

max
s.a. 2x;  +2x +x3
2x1 +x0  +2x3
2x1  +3x0  +3x3
Fase I:
min - ¢ = x4, + X4,
s.aa. 2x; +2x +x3
2x1 +xy  +2x3
2x1  +3x  +3x3
Na forma preparada:
—4x1  —5xy —4x3
2x1 +2x 33
2x1 +x2  4+2x3
2x1 +3x2 +3x3

+x4

+X5
—Xg
x>0

+x6

2x1 +2x +x3 =120+ x4

+Xq,
+Xq,
+Xq,
+Xq,
+Xa,
+Xxq,

=120
=140
=300

=120
=140
=300

= ¢ —420
=120
=140
=300



e o tableau fica da seguinte forma:

Xl Xy X3 X4 X5 Xe  Xag Xgp | @
-4 -5 -4 1 0 1 0 0 | —420
2 2 1 1 0 0 O 1 120
2 1 2 0 1 0 0 O 140
2 3 30 0 -1 1 0 300

escolhendo x; pra entrar na base, a varidvel que sai € x,,:
Xl Xp X3 X4 X5 Xe Xag Xa | @
2 0 0 3 1 1 0 2 | -40
2 2 1 2 100
I o1 43 o o Al
3 015 5 0 0 515
-2 0 0 -1 -1 -1 1 =1/ 40

Como no item (b), a varidvel artificial ndo saiu da base, portanto ndo encontrou-se a solugao bésica factivel inicial. O
que torna o problema infactivel € a restricdo de horas minimas de trabalho.
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Lista — Simplex-Revisado (SRV)
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SRV.01 (data: 02.04.2018)

a)
Inicializacao:

Iteracéo 1:

P(r,s) = P21) = [ g] 1 } s {3}

Atualizagao 1:

nh$ﬂ=ﬁmﬂuW*=[

oy =i
i
—s
| |
—
o=
-
[ I
I
_
oo RN
]
5
—_

Iteracédo 2:
. 1 4 | Solucéo 6tima:
W=r'§(z'1f}‘1=[D3J[D 1 (03] X1 = 20
] X3=10
11‘.2:!._2 ?T212=2—[D3J|::‘13 =_.1 X2:X4:O
' Z =60

Ef'l:f'l FJIL=D—[D3]|:D:|=_3



Inicializacao:

Iteracdo 1 :

w=cAn=[0 0] [é ﬁ’] =[oo0]

G=ea—mA'=1- |0 o][‘q -

2
0 a1 0] [ _ [
Al —{z’lf]l 1A' = 0 1] [2] [2]
P(r,5) = P(2,1) = “ﬁﬂ I=1{31}

Atualizacéo 1:

' : 1172 10}
brn:ﬁ'ﬁl: P{f'-.‘!‘:hr}: [ D 1;2J |:g:| = [4

i ey (44 T4 el [ ¥ 4B
T AT AT [ Y L =

(! )nr:r.-n_ P{I"L'H‘l ) _[ O "”2j| |:l] '1:| O 1;21|
Iteragéo 2 :

r= (A =[0 1 ][ o ]= [0 112]

G=c-mA2=2-[0 1;2][_11] =512

oy 112 |1 [
A=) :[ 0 wz“-ﬂ]‘ B

P(rs) = P2,1) = [f - } 1= {21}



Atualizacédo 2:

Iteracdo 3 :

x=¢] (A1) =[2 1} [ y

is=c:—TA'=0-[ 5
E'l=f'l ]'I_2'11=D—[ 5

Solucéo étima:
X2 =20
X1=14
X3=X4=0
Z=58
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c)

Inicializacao:

110 _[6
“1—{1 10 1] b‘[4]

I={34} ¢f=[00]

Iteracéo 1 :

r=ch(A) =0 0][8 ‘ﬂ =[00]

b= —7A'=2- [0 D]m =2

== 39 [1] =[]

P(r,s)= P(21) = g, J 1 =1}

Atualizagao 1:

. o e i
Brove = P(r, s)b = [ i ] {4} {4]

) i O O
f-r:lj:lr[tit'ﬂ = P{I.- -.;}{_Jl}] ] - I D 1 ‘| {D 1 } L [ U 1 ‘|

Iteragéo 2 :
r= A = [0 2][ I }=[o 2]

E‘g = g — ?Tfiz = ‘1 —[D 2 ] {11] = 3

P(r,s) = P(21) = [”E 0 1 I={21)



Atualizacédo 2:

; _pir |12 0 2| |1
brm,.(,—P[I.s}h-lﬂz 1] {4] [5]

AN — Plrs)(AT) _Iwz 0 “ 14 1:[
A iea = Prs)(ANT =112 1 || 0 1

Iteracéo 3 :

r=cl(A) T =[1 2] Fg j]‘g]= (32 112

& =c—mA = 0- [32 WJM = -3/2

by =cy—mA' =0-[312 1;2][‘” — 12

Solucgao 6tima:
X2=5
X1=1
X3=X4=0
Z=4



SRV.2 (data: 27.05.2019)

Colocando o PL original na forma padrao, utilizando as varidveis de folga indicadas, temos:

max z=23x;+x;

s.a X1 +x2+x3 =8
X1+ 3x+x4 =18
X1 — X2+ X5 =2

xiZO, i:l,...,s.

Realizando as iteracdes de Simplex Revisado para I} = [2,4,5], tem-se:
Passo 01: Determinar 7 (varidvel fornecida I1), ¢! , b e (A")~!.

1 00 8
I=5=[2,45],c=[1 0 0,A)'=|3 1 0[,b=18].
-1 0 1 2
Passo 02: Calcular 7t = ! (A")~1.
T=[1 0 0].
Passo 03: Calcular ¢/ = ¢/ — nA’.
=28 =-1.
Como 6120,asolugﬁo ndo € 6tima. O valor de b = 8.

Realizando as iteragdes de Simplex Revisado para I = [3,4, 1], tem-se:
Passo 01: Determinar / (varidvel fornecida ), ¢ , be (A")~!.

1 00 8
I=hL=[341],=[0 0 3],(A)"'=|3 1 0[,b=|I18].
-1 0 1 2
Passo 02: Calcular 7t = ¢/ (A7)~
n:[—3 0 3]
Passo 03: Calcular ¢/ = ¢/ — A’
P2=786=-3
Como 6220,asolug€10 nao € 6tima. O valor de mb = —18.

Por fim, tem-se as iteracdes de Simplex Revisado para I = [2,4, 1]:
Passo 01: Determinar / (varidvel fornecida ), ¢ , b e (A1)~! .

1 00 8
I=hK5=[241],¢=[1 0 3], "'=|3 1 0|,b= |18
-1 0 1 2

Passo 02: Calcular 7t = c;(A7)~1.
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r=[-2 0 3]

Passo 03: Calcular é; = ¢; — mA’

$3=28=-3

Como & > 0, a solugio ndo é 6tima. O valor de wb = —10.
SRV.4 (data: 21.04.2017)

Neste exercicio serd aplicado o método Simplex revisado no PL apresentado a seguir:

max Z=ux;+2x max Z=ux;+2x max Z=ux;+2x
—x14+2x, >3 —x1+4+2x, >3 —x14+2x —x3+x6=3
s.a  x)1+xp <27 = s.a  xp+x <27 = s.a x| +xy+x4=27
2x1 —xp > =3 —2x1+x <3 —2X14+x—x5=3
x>0 x>0 x>0
Base: 1=6,4,5

Quem entra na base?

Serd x; pois:

Quem sai da base?

Assim xg sai da base
Nova Base: [ =2,4,5

Atualizar a inversa da base, ou seja, a matriz pivo.
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2/3
2 4/3 0 0
AN t=p.(AH'=(2/3 1 0
2/3 0 1
=2 0 0

Iteracao 2

Quem entra na base?

Serd x| pois:

0
&=0
®=-8/3
Quem sai da base?
. 4
b= (A")"1.p= |29
5
. —4/3
A=@Al)tat =1 1/3
-8/3
Assim x4 sai da base
Nova Base: [ =2,1,5
Atualizar a inversa da base, ou seja, a matriz pivo.
1 —4/87 0
P=10 1/87 0
0 —-8/87 1
\ , 340/261 —4/87 0
(A T=p.(A") 1= 2/261 1/87 0
158/261 —-8/87 1
=2 1 0
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Iteracao 3
7=l (A7) = (682/261 —7/87 0)

Quem entra na base?

Serd x3 pois:

PN R R
—1
c'=1-(682/261 —7/87 0)x | 1 | =964/261
-2

2
¢ =2—(682/261 —7/87 0)x |1 |=-821/261
1
~1

& =0-(682/261 —7/87 0)x [ 0 | =682/261
0

¢t =17/87
c=0

c® = —682/261

Quem sai da base?

~ : 232/87
b= (A")"'.p=| 29/87
—58/87

~ . —340/87
A=AN"1.A =] —2/261
—158/261

Assim x5 sai da base

Nova Base: 1 =2,1,3

Atualizar a inversa da base, ou seja, a matriz pivo.

1 0 170/29
p=|0 1 1/87
0 0 79/87

. % 36720/7569 —1476/2523 170/29
ANt =p.(A") 1= [ 332/22707 79/7569 1/87
12482/22707 —632/7569  79/87

Iteracao 4

at =l (A1 = (1670114988/171869283 —22144371/19096587 29609,/2523)
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Ao efetuarmos:
d=c—n* A i=1,...,6 (8)
Verificamos que chegamos a solug¢ao 6tima!
Assim x| =8, xp =19, x3 =27 e Z = 46.
SRV.5 (data: 15.04.2017)

Neste exercicio serd aplicado o método Simplex revisado no PL apresentado a seguir:

max z=2x]+x
x1+x <6

s.a  x1—x<2
x>0

Colocando o problema na forma padrao:

max Z=2x;+x

xi+x2+x3=06
s.a  x1—xp+x4=2
x>0

Inicializacdo:
10 2 6
— -1 _ — [ _
1={3,4}, (A _<0 1), b_(2>, c'=(0 0)

e Jteracdo 1:

Calculo de «:

Calculo de ¢! :

Coluna a entrar na base: s = 1.

- Ciélculode A':
(3 1) (1))
— Linha de Bloqueio:
(ii ) = ( g >—< i >x1 =r=2=1(1)=4
— Cdlculo de P(r,s):
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— Atualizagdes

I-I(1)+1={3,4}—4+1—>1 ={3,1}

@:P(ns)b:((l) _11>(§>:<3>

c'=(0 2)

* Iteracdo 2:

Calculo de «:

Célculo de ¢2:

A 1
F=c-mA’=1-(0 2)( 4 ):3>0

Coluna a entrar na base: s = 2.

— Célculo de A%:
1 -1 1 2
2 aly—1,42 _ _
(o) (A)=(5)
— Linha de Bloqueio:
X3 . 6 . 2 . o
(x1>_<2) (_1>xl:r_1:»z<z>_3
— Calculo de P(r,s):
1/2 —1/2
P(r,s):P(2,2):< 1?2 1/2 >
— Atualizagdes

I—-12)+1={3,1}-3+1—=1={2,1}

- (2 3)(8)-(2)
c'=(12)
(Al)lzP(r,s)(A’)1:< }g —11//22 ) (? n >: ( —11//22 % >
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— Calculo de 7:

r=C'(AN"=(1 2)(%; _11/22>=(3/2 1/2)

— Ciélculo de &3:

1

F=c-aA=0-(3/2 1/2)<0 > =-3/2<0

- Calculo de &*:
H=ct-mat=0-(3/2 1/2) ( (1) > =-1/2<0

H4 uma solugdo 6tima.

e Valor Otimo:

— Solugdo x*:
X1 * 4
X' = 2 —| 2
T ox3 10
X4 0
— Calculo de Z:

SRV.6 (data: 04.07.2017)

Iteracé@o 0
12 L |3 2
B= 3 Cg=|-2 5| B~'=| 7,
3 2] -1
Z3—C3=C3371P3—C3=‘—2 5_1 1 9 +8
—1
Z3—C3:\—11 9\ 5 +8=—-T74+8—=z53—c3=1.
1
u—ca=|[—11 9], |=T>2—ci=0.
4
ss—es=|[ =11 9[| o |+15—z5—cs=16.
5
6—co=|—11 9| S [H 1426 —c6=22.

A solugido ndo € 6tima, pois existe z; —c; > 0.
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Pela condigdo de otimalidade, devemos escolher a varidvel com z; — ¢; mais positivo. Portanto x¢ entra na base.

3 —2||10] |6
-1 _ —

3 25| |1
—1 _ —

Pela condicdo de viabilidade, devemos escolher a menor razdo positiva entre 6/1 (relativa a x;) e 2/2 (relativa a xy).

Portanto x; sai da base.

a nova matriz B, apés a troca de x, por xg, fica:

R! . 4| 772 =5)2
B = 5 , sendo sua inversa B] " = “12 1)
Iteracdo 1
Xg, =| ! Cp, =|—2 —14

X6

[zj—cj] =Cs,B;'Pj—c;

72 -5/2[|2 ~1 1 4
i—el=l=2 =14l 4 a3 2 2 s

[zj—cj]=|—-11 12 —11 5|
sendo os coeficientes relativos a xj,x3,x4, X5 respectivamente. Como o Unico valor positivo é 12, x3 entra na base.

Blp— 7/2 =5/2|[10] |5

~1/2 12 |12 |1

Bpy — 7/2 =52 || -1|_| 3/2

—1/2 12 || =27 |=1/2

Dividindo os valores das primeiras linhas (relativos a x1) obtemos um valor positivo e dividindo os valores das segun-
das linhas (relativos a x¢) obtemos um valor negativo.Portanto a varidvel que sai da base € x;.

a nova matriz B, apés a troca de x| por x3, fica:
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| =15 . 4 |7/3 =5/3
Bz—_z 7 , sendo sua inversa B, —2/3 ~1/3
Iteracdo 2
Xg, =| Cp,=| -8 —14
X6
[2j—¢;] = Cp,B; ' Pj—¢;
_ 7/3 =5/3||1 2 1 4
[zj—cjl=] -8 M5 1l 3 2 s 2 57 —15
gj—cjl=[-8 =7 1 7|

sendo os coeficientes relativos a x1,x7,x4,X5 respectivamente. Como o Unico valor positivo € 1, x4 entra na base.

g1y |7/3 =5/3][10]_| 10/3
2 2/3 —1/3 |12 8/3
Sy |73 =53 1] -1
B, P4_2/3 —1/3||2| |0

a condi¢do de viabilidade ndo € atingida, pois ndo hé razdo positiva possivel entre os valores das primeiras linhas
(10/3 e —1) nem entre os valores das segundas linhas (8/3 e 0). Portanto se deduz que o problema tem solugdo
ilimitada.
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SRV.7 (data: 10.04.2017)

{Max Z=-X,+X5
Xq+5X, +3X3+X, =2
5Xq —=5X, +3X3—X, =1

X, 20
Base X1 X5 X3 X4 0
Z -1 1 0 0 0
X3 1 5 3 1 2
Xy 1 -5 3 -1 1
Acertando a base temos:
Base Xq X, X3 Xy 0
Z -1 1 0 0 0
X3 1 0 1 0 0.5
Xy -2 5 0 1 0.5
Portanto :

a) iteracdo 1

1={34} 9={12

Wyl L) c'<[o d

0 1

Vetor multiplicador:

m=Cc'(A"h1=[0 O]E) (ﬂ:[o 0]

1__1_ 1 __
cC=-1 2-1<0

0
c?2=1- ,{5} =1 >0,entra ndase s=2

o O

ijz }}f {50}(2 saix, e r=2

10
Portanto P(r,s) = P(2,2)={
0 }g]




b) iteracéo 2

atualizag®es:

1={32} 9={14
c'=[o 1
7=C'(AH*=[0 1]{(1) ﬂ:[o 1]

ct=-1-[0 1]H =-1<0
0

c*=0-[0 1]{1}/}:—%&
5

chegamos a situacéo étima, sendo portanto:

Ab= P(r9b= [(1) ()%}{Zj ) ﬁfo]

1
X1 =0Xy =—

10
Z= X



SRV .08 (data: 02.04.2018)

Inicializacao:

I={3,56} cf=[0 15] J=1{1,2,4,6}

-1 4 n-1_ [5/3 —4/3
AJZ[-Q a] ) 2[2/3 -1/3]

Iteragcao 1:

m=ci(A) =[0 15] [gﬁ; :il,{:] =[10 -5]

f=a-rA'=2-[10 -5] i = -3
t2=c—mA"=5-[10 -5 ‘i =0
o=y —TA =T -[10 —5] ; =7
fg=rcg—mA =14 - [10 —35] [?] = -1

i1 IN=1 41 _ rflfl'rg “513{3 1 . 1;3
ala o e [2;3 -1;3} H & [1;3]

5 .
P(r,s) = P(1,1) = [ s “] = [—31 !1}]

-1 1

Atualizagao 1:

bono = P(r. s)b = [_31 [11] [}g} = ['azu]

— L [3 o][5/3 -4/3] [5 -4
R T Rt i iy e

T={1,8} o =[2 6] J=12,34,6)



Iteracéo 2:

w=d(A) =2 15] [_’51 ‘1“1] = [=5 7]

" a i P
fg =g —TA* =5 — [-5 .r]
TR 1 _ ~ £
=g —TA =T —|=5h T

to=co—mA* =14 — [-5 7] } =—10

6 Fy=1 48 5 —4] [5] -3
ewres [ 5]-[3

P(r,s) = P(2,6) = ll ‘332]

0 1/2

Atualizacéo 2 :
. [1 -3/9] [30] _ [33
==y 0] (3] [

(A);k, = P(r,s)(A") ' = [é '1?;?] [_51 —14] . [_?{?2 -13,;_3]

I={1,6} ¢ =[2 14 J=1{2.3.4,5}

Iteracéo 3:

r=ci(A') =[2 U] [-?{?2 “lr}ﬂ = [0::2]

tr=c3—wA =5~ !-ﬂ 2] -§:| = -1

b=y —mwA' =7-[-0 2] 1] =3

== [, SR )= [

Plr.s) =2.2)= [é ;:|



Atualizacao 3:

i 2 1 1] (33 34
e = Pl a3l = [n 2] [1] N L]

(Ao = P(rs)(A) ! = [{% ;] [j{f? “1?,”;2] = [_?1 _12]

I=1{1,2} ¢ =[2 5] J=1{3,4,5,6}

Iteragao 4:

st 5[ -0 o

b3 =3 —mA =0 — [1 1] [

[T
—
Il
(]

I
.

el
Il
() |

=] 4 4 o

| EE—Y
Il
b

g:-
|
™
ch
|
=
e
=
|
[
[
|
e
[
[y
PO
| i, el i e |

Solucgao 6tima:
X2=2
X1=34
X3=X4=X5=X6=0



Lista — Dualidade (DLD)

DLD.1 (data: 10.05.2017)

Neste exercicio € fornecido a formulacao dual a partir da primal, para os itens a) e b). A partir da tabela disponivel no
Capitulo IV: Dualidade, pag.19, se obtiveram os seguintes resultados:

(a)
max z=1[4 157 x min ¢ =[10 11 12]7 w
1 1 7 10 w1+ 3wy +5w3 >4
(P)=< s.a 3 4 8|x> |11 = (D)= sa wi+4wr+6wz=1
5 6 9 12 Twi + 8wy 4+ 9wz <5
X120,XQliVIC,X3§0 W1§0,W2§0,W3§0
(b)
min z=[23 —5 0 x (max ¢ =[5 4 6] w
11 -1 1 5 wit2wr 24
. <
P)={ sa |20 1 0o|lx>|4 ~ (py={ %4 witwsl
01 1 1 6 —wi+wy+w3 <5
. wi+ws=0
< > >
xl_O,xz_O,X3_0,x4hvre leo,WQZO,W3ZO
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DLD.3 (data: 13.05.2017)

a) Inicialmente sera alterada a restrigcdes do problema primal, ficando assim:

Min @ =-19w, -57w,
{ Wy +2w, +wy =-10
W, +4w, +w, =-24
Sas 2w, +3w, +wg =-20
3w, +2w, +wg =-20
5wy +w, +wy, =-25

w, <0
sendo o tableau

Base W, W, Wy Wy Wy We W7 Z
z -19 -57 5 0 0 0 0 0
Wy 1 2 1 0 0 0 0 -10
w, 1 4 0 1 0 0 0 -24
Wg 2 3 0 0 1 0 0 -20
W 3 2 0 0 0 1 0 -20
W @ 1 0 0 0 0 1 -25

Sai w,eentra wy,

Base W, w, W, W, W Wy w Z
z 0 -53,2 0 0 0 0 3,8 -95
W, 0 9/5 1 0 0 0 -1/5 -5
" 0 @ 0 1 0 0 -1/5 | -19
Wg 0 13/5 0 0 1 0 -2/5 | -10
Wy 0 7/5 0 0 0 1 -3/5 -5
A 1 1/5 0 0 0 0 1/5 -5

Sai w,eentra w,,

Base W, w, Wy W, We W w, -Z
z 0 0 0 14 0 0 1,0 | -361
W, 0 0 1 -9/19 0 0 8/5 -13
W, 0 1 0 5/19 0 0 -1/19 -5
Wg 0 0 0 -13/19 1 0 -5/19 3
W 0 0 0 -7/19 0 1 |-44/95| 2
W, 1 0 0 -1/19 0 0 4/19 -4




Solugéo 6tima com valor de :
wy=-4 w,=-5 Z =361
como w; <0, podemos reescrever :
w; =4 w,=5 Z =361
® =19w, +57w,
b) Podemos obter o valor de Pi no item anterior, sendo:
n=[o 14 o0 o 1

portanto:

X1 =0 Xx,=14 x3=0 x,=0 xg5=1

Z" =361



DLD.4 (data: 06.05.2017)
Uma solucdo multipla no primal implica que o problema dual ndo pode ter uma solucdo viavel.

a) Se o custo 6timo do problema primal é — o, entdo o problema dual é invidvel.
b) Se o custo 6timo do problema primal é + o, entdo o problema dual é inviavel.

Explicacdo:

a) Suponha que o custo 6timo do problema primal seja —o e que o problema dual tenha
uma solucdo vidvel w.

Pelo teorema fraco da dualidade:

c' x < b"w, para toda soluco viavel primal.

Tomando o minimo de todas as solucdes vidveis primais X, teremos que:
b'w > —oo
Isso é impossivel, o que mostra que o problema dual ndo pode ter uma solugao viavel.

b) Usando um argumento andlogo, se o custo 6timo do problema primal é + 00, entdo o
problema dual é invidvel.



DLD.S (data: 04.05.2017)
Provar que o vetor multiplicador da solug¢do 6tima bésica do problema primal € a solugdo do problema dual.

Prova: Considerando a parti¢do de A = [B, N], pode-se escrever que:

max Bxg+Nxy=>b N

ngB +C£ XN = Z

max B !'Bxg+B 'Nxy =B~'b
T T =

max C§ B 'xg+CEB~'Nxy =C} B~1b (I)
CExp+Chxy =27 (II)

Subtraindo (1) de (I1):
(CE—WTB)xg+ (CL—WTN)xy =Z-WTbh
Se x € uma solugdo bésica factivel entéo:
xp=B"'b;xy=0;CL -WT'B=0

Existe alguma componente de custo relativo ndo bdsico (C5, — WTN); < 0. Assim (xy); é uma varidvel ndo bésica
candidata a entrar na base. Se x é uma solugio Gtima para o problema primal, entiio: xg =B~ 'b ;xy =0 ;CE—WIB=
0e (CL—WTN) >0 (hipétese). Assim, de C; —WTB=0e (CL, —WTN) > 0 pode-se concluir que:
WT[B,N] < [Cg,Ch] =
wlia<cT =
ATW < ¢

Portanto, W7 = CEB~! é ua solugio bisica factivel dual. Como B é a base 6tima do problema primal, nio é mais
possivel haver trica de base, entio W/ = CLB~! é a solugio 6tima do problema dual. B

DLD.8 (data: 02.07.2017)

min z = —2x7 + 13xp + 3x3 — 2x4 + 5x5 + Sx¢ + 10x7

sujeito a

X1 —2xp +4x4 —x5+x5 —4x7 =5 (restri¢do relativa a wy)
X1+ 7x4 —2x5+ 3x¢ — 3x7 > —1 (restri¢do relativa a wy)
Sxp+x3— x4+ 2x5 —x6 —2x7 <5 (restri¢do relativa a ws)
3xp+x34+x4+x5+x6 —x7 =2 (restri¢do relativa a wy)

com Xxp,Xx,Xx3,X4,X5 > 0;x6 < 0;x7 livre
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trabalhando na restri¢do relativa a wo, para deixar o lado direto da inequacdo positivo:

—x1 — x4 +2x5 —3x6+3x7 < 1 (restri¢do relativa a w»)

O dual correspondente é dado por:

max Q = 5W1 —+ wo —+ 5W3 —+ 2W4 (lado direito das restrigdes do primal definem [c] dual)
sujeito a

wi—wy < —2 (restricdo relativa a x1)

—2wi + 5wz + 3wy <13 (restri¢do relativa a xp)

wi+wyg <3 (restricdo relativa a x3)

dwy —Twr —wz +wy < =2 (restri¢do relativa a x4)

—w1 42wy + 2wz +wy <5 (restri¢do relativa a xs)

wi—3ws —wz+wy >S5 (restri¢do relativa a xg)

—Awq + 3wy — 2wz — w4 =10 (restri¢do relativa a x7)

(lado direito das restri¢des do dual vém do [c] primal)

w1, wy irrestritas (pois as restricdes primais relativas a wy, wy sdo igualdades)
wo, w3 < 0 (pois suas restrigdes primais sdo < valores nao negativos)

Os sinais das restricdes do dual dependem dos sinais das varidveis primais associadas: como xj,x»,x3,X4,xs sdo > 0,
suas restricdes tém sinal <; como x¢ < 0, sua restricdo tem sinal >. E como x7 € irrestrita, seu sinal ¢ uma igualdade.

DLD.9 (data: 10.05.2017)

Neste exercicio, pede-se para obter o dual do seguinte PL.:

max 2z = 88x4 — 8x;

s.a  —x1 4+ 14x; +44x; 4+ 13x5 — 9xg > 203
6x3 —22x4 +40x7 < 81
6X1 — 7x2 + X6 =—13

xizO, izl,...,7

A formulagdo dual é feita abaixo:

min ¢ = 203w + 81wy — 13w3
—wi+6wz >0
14W1 —7W3 Z 0
44w+ 6wy >0

(D) = —22w, > 88

s.a
13wy > —8
—Owi+w3 >0
40wy >0
wy <0, wy >0, wj irrestrita
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DLD.11 (data: 06.05.2017)

a) Para ajustar as restricbes com variavel x;livre e x, <0, as seguintes modifica¢cdes devem
ser feitas nas restri¢cdes:

Primal Min Z =-x,; +2x, +4x4
Sujeito a:
-2X;+X, =2-10
X1 +3X, —=2X528
X1 +3X, =2X3<8 = —X;—-3X,+2X32=2-8
—X1+2X, +4X5 26

—yt -
X3 = X3 7X3

Primal Min Z =-x, =2X, +4x3 —4X3
Sujeito a:
-2X;—X, =-10 Wy
Xy =3X, =2X3 +2X3 28 W,
—Xq +3X, +2X3 —2X3 2 -8 W,

—X;—2X, +4X3 —4X326 W,

logo o dual sera: Max: ® =-10w, +8w, —8w +6w,

—2W,tW, —Wy-w, <-1

-W; —3wW, +3wg —2w, < -2
—2W, +2w5 +4w, <4
+2w, 2w, —4w, <-4

as duas Ultimas equag6es podem ser escritas em uma equacéo e multiplicando a primeira e a
segunda por —1, temos:

Max: @ =-10w, +8w, —8w; +6wW,

Sujeito a:
2W, W, +Wa+w, 21
Wy +3w, —3wg+2w, =22
—2W, +2w5 +4w, =4

w;<0,w, 20,w3<0,w, 20

b) Como x; ex,séo negativos, entéo, devemos primeiro acertar a fungéo objetivo e as
restricbes antes de escrever o dual, ficando:



Primal: Max Z =-3x, —4x,
s.a:

—2X;+X5, 25 wy

2X, =X, 25 w,
Xp+2X, 2-6 wg
X=X, 210 w,

portanto o dual pode ser escrito:

Min & =5w,; 5w, —6w; +10w ,

-2w, +2w, +wg+w, -3
Wy —W,+2Ww;-w, <-4
s.a 1~ W2 3™ Wy

i 20



DLD.12 (data: 06.05.2017)

min ¢ =10w, +0w,

sa. W, —w, =2
— w,—w, =1
w, +w, 21

w, ?77?

Grafico com as restrigdes:

W
5
a -
“r.“
3 -
2 -
. j,.,—-"‘.‘
N S _...--"".-"""-- w,
\ 1 2 3 -1_,.'-#""’5__..-*"""5 7
2 /_,__,-___‘___——-""
3 ——
q
5
&
L]

Tomando-se a intersegao das 3 retas, observamos entdo pela figura acima a regidao de
restricdo, indicando que que a varidvel dual referente a segunda restri¢do (W, ) do problema
apresentado sera irrestrita.



DLD.13 (data: 04.05.2017)
Obtenha a formulacdo dual dos PL apresentados a seguir:
a) Problema 1:

Problema Primal
min  z=x;+xy+Xx5—Xx7
s.a 3X1 —2XQ + x4 — X6
3x 1 + 3X3 + X5 +x7

x1+ x+ x3+xs+xs+xe+x; =12
x;>0,i=1,....7

Problema Dual

min ¢ = 10w + 7wy + 12w;3

sa  3wi+3wr4+ws > 1
—2w; +ws; < 1
B3wy+ws = 0

w1 +ws = 0
wy+ws > ;1

—wq +ws3 > ;0
wr+ws <;—1

wy 2> 0,wy < 0,ws irrestrito

b) Problema 2:

Problema Primal

max z=—17xp+ 83x4 — 8x;
s.a  —x1— 13xy +45x3 + 16x5 — Txg
3x3 — 18x4 ~+ 30x7
4dx; — Sx3 + xq

xiZO, iZl,...,7

Problema Dual

min ¢ = 107w + 81wy — 13w3

s.a —wj +4wz > 0
— 13w, < -17
45w+ 3wr—5w3 > 0

— 18wy < 83

16w + w3 = —8

—Twy < 0

30w, < 0

wi > 0,wy < 0,w3 irrestrito

DLD.15 (data: 10.07.2019)
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(a) Para completar o quadro € necessario descobrir b

=l S )

X4 Xs  Xg

(b) A solugdo 6tima é dada no quadro z* = 60.

(c)
3

F=4+0-[1 0 [5

} <0 = A; <1 (solugdo 6tima ndo se altera.)

Portanto, para que a solucdo 6tima se altere € necessario que o aumento em c; seja estritamente maior do que 1.

DLD.17 (data: 02.07.2017)

max z = x1 +x»
sujeito a

X1 +2x <8
2x1+xp <7
X1§3

com xq,x >0

O dual correspondente é:
min @ = 8w; + 7wy + 3wz
sujeito a

wi 42wy +w3 > 1
2w +wy > 1

com wy,wo, w3 >0

Reescrevendo o primal com as varidveis de folga:
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max z =x; +x2

sujeito a

X1 +2x+x3=28
2x1+x04+x4 =7
X1 +x5=3

com xy,Xx2,x3,X4,%5 > 0

a) Pelo teorema da folga complementar, chamando de x° os valores 6timos do primal e de w® os 6timos do dual:

x{x (W) +2wi+w§—1)=0 (1)
x2 (2w?—|—w 1)=0 (2)
xx(w))=0 3)
x*x(wg) =0 4)
xx(w§) =0 5)

da expressdo (5) podemos concluir que w4 = 0, pois x§ # 0.

Da mesma maneira concluimos, por (1), que w{ +2w§ —1 =0, pois x{ # 0 e w§ = 0.

Idem para (2) — 2w{ +w9 — 1 = 0, pois x§ # 0.

Montamos entio o sistema:

wi+2wi—1=0
2wi+wi—1=0

de onde calculamos :

wi=1/3
wj=1/3
wg =0

¢) O dual ja foi obtido anteriormente.
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Graficamente (pag. 5), as setas mostram a correspondéncia entre retas do primal e do dual, ou seja, entre as varidveis
de um problema e as restricdes do outro. Podemos também notar que as fungdes objetivo possuem sentidos opostos
(max e min) e que nos pontos Gtimos os valores de z e de @ sdo exatamente os mesmos (z =@ =5).
Obs: com o intuito de ndo poluir ainda mais o gréfico, o eixo w3 do grafico dual nio possui valores.

\ x2 PRIMAL w2 DUAL
\ = [
\ x1=3 S -
N\ = T—
25, N I %
Maxz = Min @ =5 / A b
S s | %
i =g 3 L
b X
w \\
timo y ‘ \
L \_
S d % \ \B=Bwl+Tw2+3w3
™ R A \\\ B . *,
. et | v e N )14’3, 1/3, 0) 6timo.
. ~_ 7 [~ .
N ~_ |- Ny B
x2=0 \ ~<] t om S > t wm
L g N e e i
x1=0 a4 ——] . / o \‘ _ ~.\\¢;55
; Ve NS T X
{ K142x25B e —— 4 —— TN & T
“ \2x1+x2:? I N i / 2wtz Wl2w2Hn3=1

%
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Lista — Método Simplex com variaveis canalizadas (SVC)

SVC.1 (data: 04.05.2017)

Usar o método simplex para varidveis canalizadas na resolu¢do do PL que segue

max z=23x;+3x;
s.a x1+2x <14
2x1+ xp <10
0<x <4
0<x <7

Como o exercicio ndo especifica o ponto de partirda, ou seja, o x°. Escoheu-se { - } ,ouseja, x{ =4 ex; =7. Assim

teremos o seguinte tableau:

X1 Xp X3 X4 | Z
3 3 0 0| -
1 2 1 0|14
2 1 0 1710
+ +

Como estamos em um problema de maximizacdo e o ponto de saida é justamente o limite superior de x; e x; ja
estamos no 6timo, pois c¢; > 0 e ¢ > 0. Entéo:
I=1{3,4}
J={1,2}
Xy =4x="17

=] ]
Assimx; = —4ex) =—5
4
x* = 7
| -4
-5
Z*=3-4+3.7
=Z7"=12+21
=7Z*=33
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SVC.2 (data: 06.05.2017)

—

max  Z=3X +3X,
X +2X,<14
n 2%, + X%, <10
Sa
l<x <7
-2<X,<6

Maximizar Z = 3%, +3X, é o mesmo que minimizar —z = —3%, —3X,
Vamos entdo fazer t = =3x, —3X,, ou seja: t = -2

Pelo Bazaraa:

max t=-3x —3X,

X +2X, + X, =14
2%, + X, +X, =10
l<x <7
—2<X,<6
X320

Sa

X, =

Iniciando com os valores das varidveis em seus limites inferiores:
X, =14-x, —2x, =14-(1) - (2)(- 2) =17

X, =10-2x, - %, =10-(2)(1) - (-2) =10

t=-3x —-3x, =-3()-3(-2) =3

Iteracdo 1:
t x1 X2 X3 x4 RHS
t 1 3 0 3
X3 0 1 1 17
X4 0 2 0 10

Valor maximo de t; —C; =3 => X, e X, candidatas a entrar na base ( escolha de X, )




X, = X, € incrementado

2
Ye =Y. = 1

. bk_lB
Y, =min “|,jdque y,~ <0

yrk

Vv, = min L_O’MJ =85

2 1
Yy, =, jaque y, 20

A, =min(y,, ¥,,u, —1,) = min(8.5,00,6 - (-2))

A, =8

X, =X, +A,=-2+8=6

X, =6

[} [}
O tableau ndo muda, somente t e b devem ser atualizados

L=t (b —~G)A, = = (t, ~C,)(A,) =3~ (3(8) = -21

o o 0 17 2 1
b=b-yA, =b-Yy,A, = LO} - {1}(8) = {2}

Iteracdo 1:

U u
t x1 X2 X3 X4 RHS
t 1 3 3 0 0 -21
X3 0 1 2 1 0 1
x4 0 2 1 0 1 2

Valor maximo de t; —c; =3 => X, candidata a entrar na base

X, = X, éincrementado

1
Y« =¥ = >




O
. bk_lB ,
¥, =min “|,jaque ¥, <0
rk

.[1—0 2—0)
yl =min T,— =1

2
Y, =, ,jaque y, =20

A, =min(yy, y5,U, — 1, ) = min(L, 0,7 -1)

A =1

X =X +A =1+1=2

X =2

X, entra na base

X, sai da base

e

t=t-(t, ~c,) =4, =t-(t, ~¢)(2,) =21~ (1) = -24

u u
t x1 X2 X3 X4 RHS
t 1 0 0 -3 24
x3 0 2 1 0
x1 0 0 -3 2

Como as variaveis ndo bdasicas atingiram seus limites superiores, o tableau ja esta otimizado.

Portanto:
X | [2
X,| |6
X, 0

x| LO

e a funcdo objetivo tem valor: t = —3XI - 3X2 =-3(2)-3(6) =-24

Comot=-z =>



3.5

m 25
x

X2

1.5

1.5 4
1 3
05 2 L L L L L L
x2 0 1 X1 e 15 2 25 3 35 4 4.5
x1
(a) Regido factivel no R3. (b) Regido factivel no plano x| x x;.

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 as o5 0 0.5 1 1.5 2
x1 X2

(c) Regido factivel no plano x; x x3. (d) Regido factivel no plano x; x x3.

Figura 5: Regido factivel do problema SVC.3.

SVC.3 (data: 10.07.2019)

Da primeira restricdo obtém-se: x4 = 10 —x; — 2x, — x3. Subtituindo essa relacdo nas canalizacdes de x4, obtém-se as
desigualdades

10—x; —2x,—x3>0 x1+2x+x3 <10

10—x1 —2x, —x3 <5 —x1—2x —x3< -5

Assim o problema original pode ser reescrito na forma (a segunda restri¢do € transformada em duas desigualdades)

max z=3x;+x3

s.a X1 +2x0+ x3 < 10
—x1—2x— x3 <=5
X1 —2x4+2x3 < 6
—X1+2x —2x3 < —6
1<x1 <4, -5<x <4

OSX3§4

A regiao factivel no R3 e nos planos x; X x», X] X x3 € xp X x3 sdo mostradas na Figur

SVC.9 (data: 10.05.2017)
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Neste exercicio serd utilizado o Método do Simplex Canalizado para resolver o seguinte PL.:

max z = 10x; 4+ 16xp — 10x3 + 24x4
sa 2x1+2x+ x3+2x4 <10
X1+ 2xp —3x3+4x4 <10
0<x<2,i=1,...,4

Resolugdo:

Colocando o problema na forma padrao:
max z= 10x; + 16xy — 10x3 +24x4
s.a 2x1+2xy+ x3+2x4+xs
X1 +2xp — 3x3 +4x4 +x¢ =10
0<x,<2,i=1,...,6

=10

[ Iteracdo 1

Supondo que todas as varidveis inicialmente valem zero. Colocando o problema no Tableau:

X1 X2 X3 X4 X5 X¢ | —Z

10 16 —-10 24 0 O | —
2 2 1 2 1 0110
1 2 -3 4 0 1]10

= escolhendo x4 para entrar na base.

0=10—2¢ N =5
0=10—4¢ e=125

» OBS:A varidvel NB x4 permaneceu NB. Solugio factivel:[0 0 0 2 6 2]7.

Iteracdo 2

Seja o Tableau:

X1 X2 X3 X4 X5 X¢ | —Z

10 16 —-10 24 0 O | —
2 2 1 2 1 0110
1 2 -3 4 0 1]10

= escolhendo x, para entrar na base.

. NB:x22x2_+8x;:0+8—>8:2
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-l Flo-Foro-[Yo-[le -

e OBS: s =4 ¢ r=1. Pivoteando, obtém-se o Tableau:

X1 X X3 X4 X5 Xo| —Z

-6 0 —-18 8 -8 0 |-80 B T
1 12 1 12 0 5 =comx=[010 24 0
-1 0 -4 2 -1 1 0

Tableau atualizado:

X1 X2 X3 X4 X5 Xxg| —Z

0 0 I8 8 -8 0180  comx=[010240

I 1 1/2 1 1/2 0| 5
-1 0 —4 2 -1 1] 0

SVC.10 (data: 02.07.2017)

Preparando o problema com varidveis de folga e deixando o lado direito das restricdes positivo
max z = 2x1 + 2xp
sujeito a

—x1+x+x3=10
X1 —x2+x4 =10

-8 <x <8
15<x, <15
x3,X4 20
Primeira iteracio 1=1{3,4}
{ T
X1 X2 X3 X4 —Z
2 2 0O 0 O
—1 1 1 0 10
1 -1 0 1 10
S} S

111



Tanto x; quanto x; estdo em seus valores minimos, x(l) =-8e¢ x(z) = —15 (dados do problema). Escolheremos x; para

entrar na base.

Variaveis nao basicas: x; +€=8 —+ —-8+e=8—>€=16

Variaveis basicas:

+ 0

I Rl S ) o Y | Y

x| [ ag CAlee— 171 | -1 ve— 17+¢€ N ilimitado
T X 103 1 | 3—¢ 3—e=0—¢e=3

O bloqueio ocorre em € = 3, portanto a varidvel que saird da base serd x4.

Segunda iteracao I={3,1}
T4
X| X2 X3 X4 -z
0O 4 0 -2 =20
0O 0 1 1 20
1 -1 0 1 10
o o

Variaveis ndo basicas: x, +€=15— —154+€=15—€¢ =30

Variaveis basicas:

x3 | |20 0 1 _ 20 indiferente
[ }_[10]_[—1]*(_ISJFE)_{1]*0_[—5+8]_>[—5+8:8—>e:13

X1

O bloqueio ocorre em € = 13, portanto a varidvel que saird da base serd x1. A varidvel x; entra na base.

Terceira iteracio I={3,2}
T 1
X1 X2 X3 X4 —2
4 0 0 2 20
0O 0 1 1 20
-1 1 0 -1 -10
S ©

Varidveis nao bésicas: x4 + & = oo — € = ilimitado
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Variaveis basicas:

x| | 20 0 1 | 20—¢ =20
[xz]’_[ —10] [—4,}*8 [ —1]*(0+8)_|:—2+e:}_’{s——17}
O bloqueio ocorre em € = 17, portanto a varidvel que saird da base serd x,. A varidvel x4 entra na base.

Quarta iteracao I={3,4}

X1 X2 X3 X4 —Z
2 2 0O 0 O
—1 1 1 0 10
1 -1 0 1 10
> &

X1 € xp estdo nos seus valores mdximos, portanto a solugdo é 6tima.

X =8x; =15 =2+84+2%15 = 2" =46

Graficamente, temos:

e
S

fx1+x§9
x2=15

/

Stimo (8, 15)

_________ /

v

saida (-8, -15)

%*2=-15

e e e B e e e e e e e e e e e e e s
]
I
]
]
I
]
I
I
]
I
I
]
]
1
]
]
1
1
1
]
]
1
]
1
¥

*1=-8 x1=8
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Lista — Analise de Sensibilidade (AS)

AS.2 (data: 10.07.2019)

o vue-seeaf]-o B[l

1 2 32] 16 48
s 3 8 _ _ _ _
ii) 32A° 4+ 8A° =32 [J +8[1} = [32_ + [8] = [40] =b

4 2 16] 32 48
cee 1 8_ _ _ _
i) 4A" +16A —4[6} +16 L] = {24_ + [16] = [40] =b

b) Colocando o tableau na forma prepara para a base I = {8, 1} temos

0 7/8 -1/8 13/8 -1/2 -5/8 9/4 0‘2—92
0 54 14 74 -1 -15/4 1172 1] 16

1 98 1/8 11/8 72 21/8 -1/4 0| 4

Com a base I = {8, 1} e o tableau na forma preparada temos que x, =x3 =x4 = x5 =x6 =x7 =0, x3 = 16 ¢
x1 = 4. Verificando as restri¢cdes 1 e 2 temos que

dx) +2xg = 164+32 =48 = b;

6x1 +x3 =24416 =40 = bs.
Logo, a base I = {8, 1} ¢é factivel.

¢) Temos que w = [1 1] € o vetor de varidveis duais associadas as retricdes duais, entdo w; = wp = 1. Entdo
dwy+Twy < 11

Twi + 8wy < 17
wi4+w,=2 = folgadual=0
9w + 10w, < 22
12wy 420w, < 35
3w+ 12wy < 17
10w +4wy < 16
2wi+wy =3 = folgadual =0.

Logo, m = [1 1] corresponde a base I = {8,3}. Colocando o tableau na forma preparada para a base I = {8,3},
temos

1 2 0 3 3 2 2 0]z88
2 -1 0 -1 -8 32 6 1] 8
8 9 1 11 28 21 -2 0] 32

Como todos os valores de custos relativos sdo > 0, entdo o quadro € 6timo. Além disso, do quadro 6timo temos
que xg = 8, x5 = 32 e valor da fungdo objetivo € z* = 88.

114



d) Mudando ¢; = 11 para ¢; = 8, temo que

Si=c1—mA =8—[1 1] [2] =-2<0.

Ou seja, o tableau deixa de ser 6timo.
Assim, x| entra na base e x3 sai da base. Fazendo o pivotamento obtemos o seguinte tableau

0 17/4 1/4 23/4 10 29/4 3/2 0| 280
0 54 14 74 -1 274 112 1] 16
1 98 1/8 11/8 7/2 21/8 -1/4 0| 4

O tableau obtido apds o pivotamento tem todos os custos relativos positivos, portanto estamos na solug¢do 6tima

dada por

AS.5 (data: 04.05.2017)

a) Determinar a producao didria de cada produto com o objetivo de maximizar o lucro, sabendo que toda a produgdo
serd vendida.
max z=3x;+2xp+5x3
s.aa  x;+2x+ x3 <430
3x +2x3 <460
X1 +4xo <420
xi>0,i=1,...,3

Forma padrio:

max z=3x;+2xp+5x3

s.aa x +2x+ x3+xy =430
3x1 + 2x3 “+ X5 =460
x1+4x; +x¢ =420

x>0,i=1,...,6

No Tableau:
X1 X2 X3 X4 X5 Xg —Z
-3 -2 -5 0 0 0| O
1 2 1 1 0 01430
30 O 0 1 0460
1 4 0O 0 0 11420

Aqui temos I = {4,5,6}. Note que x3 entra na base no lugar de xs.

Iteracdo 1:
X1 X2 X3 X4 X5 X6 | —Z
9/2 -2 0 0 5/2 01150
~1/2 @ 0 1 —1/2 0] 200
32 0 1 0 1/2 0] 230
1 4 0 O 0 1 | 420
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Nesta etapa obtemos nova base I = {4,3,6}. Entraréd x, no lugar de x4.

Iteracdo 2:

X1 X2 X3 X4 X5 X6 —7Z
7/2 0 0 1 2 0 | 1350
—1/4 1 0 1/2 —1/4 0 | 100
32 0 1 0 1/2 0| 230

2 0 0 -2 1 1 20

Obtemos a base I = {2,3,6}. Chegamos no 6timo!

100
230

20
Z*=1350

b) Supor que desejamos aumentar a capacidade de producio da fabrica e que o custo de expansao de cada um dos trés
setores da fabricacdo, responsdveis pelas trés operacoes, € o mesmo. Qual dos trés setores € prioritdrio com respeito
ao plano de expansao? Analisar, para cada setor, a importancia ou ndo da expansao.

Z=m-b
100 + Ab,
Z=[1 2 0]-| 230+Ab,
20+ Abs

Z=1-(1004+Ab;)+2-(230+Abs) +0- (20 + Ab3)

Note que o setor 3 ndo ird influemciar no plano de expansdo, quem tem influéncia sdo os setores 1 e 2. Porém o
prioritdrio com respeito ao plano de expansao € o setor 2 como observado.

¢) Supor que os produtos tenham de ser submetidos a uma quarta operagdo. A capacidade maxima disponivel para
a quarta operagao é de 600 minutos/dia. Sabemos que se fosse fabricado somente um tipo de produto, poderiamos
produzir no quarto setor no méximo 100 unidades do produto 1 ou 200 unidades do produto 2 ou 600 unidades do

produto 3. Determine a nova solugdo 6tima.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 x7| —Z
7/2 0 0 1 2 0 01350
-1/4 1 0 1/2 —-1/4 0 0| 100
32 0 1 0 1/2 0 0] 230

2 O 0 -2 1 1 0] 20

6 3 1 0 0 0 1| 600
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Vamos preparar a nova linha que foi inserida, faremos —3 - L; 4+ L4. Sabendo que L; e L4 correspondem respectiva-

mente as linhas 1 e 4 do Tabbleau.

X] X2 X3 X4 X5 X x7| —Z
3/4 =3 0 -=3/2 3/4 0 0 |-300
6 3 1 0 0 0 11 600

Entdo teremos o seguinte:

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7
2774 0 1 —3/2 3/4 0 0] _300

Agora faremos Ly — L.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 X7| —Z
27/4 0 1 -=3/2 3/4 0 0 |-300
-3/2 0 -1 0 —-1/2 0 0] =230

Teremos o seguinte:

X1 X2 X3 X4 X5 X Xx7|—Z
21/4 0 0 -3/2 1/4 0 1|70

Note que continuamos no 6timo!! Outra maneira de verificarmos, ja que possuimos o valor de x* € substituir o valor

6timo nesta restri¢do e observar o comportamento da desigualdade.

Lembrando que a nova restri¢do a ser inserida é 6x; 4 3x; +x3 < 600

0
x* = 100
230

6-0+3-100+1-230 =530

530 <600

d) Formular o dual do problema dado e determinar sua solugdao sem resolvé-lo.
min ¢ = 430w; +460w;, +420w;
saa  wi+3wr+ wz >3
2wy +4wy >2
w1 +2wo >35
w;>0,i=1,...,3
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Vamos utilizar o Teorema das folgas complementares para resolver este problema.

xp - (Wi +3w;+w3—3)=0 )
X5 (2wl 4w —2) =0 (10)
X (W 42w —5) =0 (11)

Pelo item *a’, deste exercicio, obtivemos x] = 0, x; = 100 e x5 = 230, sendo assim teremos a seguinte relacao:

wi+3w; +w3 <3 (12)
2wl +4wy =2 (13)
wi+2w; =5 (14)
Assim de (5) e (6) obtemos:
wi=1-2wj (15)
wy =1/2-(5—w7) (16)

Como jd sabemos o valor de x7, x5 € x3, voltemos para o primal:

wi - (X + 20 +x5 —430) =0 (17)
wh - (3x} +2x5 —460) =0 (18)
Wi+ (x} +4x5 —420) =0 (19)

Vamos inserir os valores de x7, x5 € x5 em (9), (10) e (11):

wi-(0+2-1004 230 —430) =0 (20)
wh-(3-042-230 —460) =0 1)
wh- (0+4-100—420) =0 (22)

Nota-se que em (12) wj # 0, em (13) w3 # 0 e em (14) w3 = 0.
Substituindo o valor de w3 em (7) teremos:

wi=1-2-0=wj=1

Agora substituiremos o valor de w} em (8):

wi=1/2-5-1)=w;=4/2=>w;=2
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Logo

¢ =430-14460-2+420-0 = ¢ = 1350

e) Supor que aumentamos a capacidade do setor 1 de 20 minutos, isto €, passamos a ter 450 minutos/dia disponiveis
para a operacdo 1. A solu¢do continuaria a ser a mesma? Por qué? No caso da solug@o ser diferente, determinar a

nova solucio 6tima.
max z=3x;+2x;+5x3
s.aa  x;+2x+ x3 <450
3x +2x3 <460
X1 +4x; <420
x>0,i=1,...,3

Forma padrao:

max z=3x;+2xp+5x3

s.aa  x1+2x+ x3+xy =450
3X1 + 2X3 + X5 =460
x1 +4x; +x =420

x>0,i=1,...,6

No Tableau:
X1 Xp X3 X4 X5 X¢| —Z
-3 -2 -5 0 0 0] O
1 2 1 1 0 0450
30 Q) 0 1 0460
1 4 0 0 0 1]420
Aqui temos I = {4,5,6}. Note que x3 entra na base no lugar de xs.
Iteracdo 1:
X1 X2 X3 X4 X5 X6 —Z
9/2 -2 0 0 5/2 01150
-1/2 2 0 1 -1/2 0] 220
32 0 1 0 1/2 0] 230
1 @ 0o 0 o 1|42

Nesta etapa obtemos nova base I = {4,3,6}. Entrard x, no lugar de xg.

Iteracdo 2:
X1 X2 X3 X4 X5 X6 -7
5 0 0 0 5/2 1/2 1360
-1 0 0 1 —1/2 —1/2] 10
32 0 1 0 1)2 0 230
1/4 1 0 0 0 1/4 | 105
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Obtemos a base I = {4,3,2}. Chegamos no 6timo!

105
230

AS.10 (data: 10.07.2019)

(a) Ao adicionar a varidvel x9, com coeficientes [2,0,3]” nas restri¢cdes e prego cg = 5, basta calcular Ay, ¢, adicionar

no quadro e continuar a otimiza¢do. Assim

o -1 -2
Ag=(AN"A=|-1 0 L ||0l=|F
=3
5 2 23 16
2

lo=co—m'Ag=5—[2 & 2] 0| =5-10=-5

Como é9 = —5 < 0, o quadro continua 6timo e portanto a solu¢@o nao se altera.
(b) Para saber de quanto pode crescer b; (recursos da primeira restricdo) sem violar a factibilidade, primeiro temos

que descobrir quem € o vetor b. Assim,

3 3+ =1 [b by +iby  —b3 =3 1
b=@AN""o= |1|=|-1 0 1| |b2|=1-h +3b3 =1=b= |50
7 5 % 2] b Sby —5by 263 =7 4
Para que a solucdop seja factivel é necessério b > 0, entdo
;=1 [b by +10 —4 >0 by > —16
0<|-1 0 5 |[50]=¢-b +2 20=9 b2 = o<h<2
5 7 2] L4 5 —15 +8 >0 by >1

Como by = 1 e temos que % < by £ 2, entdo by pode aumentar até 2 e, dessa forma b; pode crescer 1 sem violar a

factibilidade.
(c) Ao adicionar a varidvel xg, com coeficientes [2,0, 3}T nas restricoes e preco cg = 14, basta calcular Ao, &9, adicionar

no quadro e continuar a otimizac¢do. Assim

U U -2
Ag=@AN"A9=|-1 0 L |]ol=|F
5 @ 213 16

2
lo=co—TmAg=14—[2 & 2]|0| =14-10=4
3

Como ¢9 =4 > 0, o quadro deixa de ser 6timo, entdo inserimos Ag € ¢9 no quadro e continuamos a otimizagao. Ou

seja,
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oo o0 -2 0 -2 -1710 -2 4 | z-17
1 00 -1 0 172 1/5 -1 -2 3
o1 0 2 1 -1 0 172 -1/2 1
o o1 -1 -2 5 -310 2 16 7

Do quadro anterior temos que, xg entra na base e x3 sai da base. Apds o pivoteamento obtemos o seguinte quadro

-1/4  -7/4 172 -13/4  -1/40  -5/2 0 | z-75/4
178  -9/8 -1/4 9/8 13/80  3/4 0| 31/8
1/32  63/32 15/16 -27/32 -3/320 9/16 0 | 39/32
1/16  -1/16  -1/8 516 -3/160 1/8 1| 7/16

S O =IO
S = OO

Do quadro anterior temos que, x5 entra na base e x, sai da base. Apds o pivoteamento obtemos o seguinte quadro

-8/15  -4/15 -14/5 0 -149/30 -1/50 -14/5 0 | z-97/5
415 2/15  -3/5 0  9/10 4/25  9/10 0| 63/15
1
0

16/15 1/30  21/10 -9/10  -1/100  3/5 0| 13/10
2/15  1/15 1/5 1/5 -1/50 175 1 3/5

[N el k=]

Como todos os custos relativo das varidveis ndo bdsicas sdo ndo positivos, entdo o quadro é 6timo. Assim, xéf = %,

8§ __63 .8 __3 x* _ 97
X5=T100*9=5€2 =75

(d) Considerando o quadro do exercicio anterior e adicionando a restricdo x; —x 4+ 2x3 < 10, obtemos o seguinte

quadro

0 -6 0 -13 -5/3 0

0 -1 1 13 -1/3 0] 1
0
1

1 3 0 13 273
1 -1 2 0 O

Colocando o quadro na forma preparada para a base [ = {3, 1,6}, obtemos

0 -6 0 -13 -5/3 0]z9
0 -1 1 13 -153 0] 1
1 3 0 13 23 0S5
020 -1 0 1]3

Ap6s isso, temos que o quadro continua 6timo e a solugdo 6tima € dadaporx} =5,x3 =1, x; =3 ex; =x; =x5=0
a qual satisfaz a restricao adicionada

AS.14 (data: 10.07.2019)

(a) * x1 = K[ da aguardente tipo I,
* xp = Kl da aguardente tipo II,
* x3 = KI da aguardente tipo III,
* x4 = Matéria Prima (ron/Kl) ndo utilizada (varidvel de folga),

* x5 = Area (m?/KI) nio utilizada (variavel de folga),
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* x¢ = Mao de Obra (H — H/KI) superior a 300 homens-horas (H — H) (variavel de folga),
* f=lucro ($K1).

(b) Sim, nota-se que a varidvel ndo-bdasica, x¢, apresenta valor 0 na linha z. Como os valores na linha z representam
a melhoria da funcg@o objetivo decorrente da entrada de cada varidvel ndo-bésica na base, entdo ao introduzir xg
na base o valor da fungdo objetiva ndo se altera. Desta forma, vamos acrescentar xg na base e obter uma solucio

alternativa, sem alterar o valor da funcao objetivo:

X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6
17010 0]|-5]0]|z=710
2 2 1

1o Z-TTo[ 70

2 1 2
200121210 36
21010 1 1 1 18

(c) Como a variavel xq representa a quantidade de mao de obra superior a (300H — H ), alteramos a fungdo objetiva
subtraindo o prémio de $/H — H. Temos entdo a nova fung¢io objetiva:

min 7 =9x1+5x + 10x3 +x¢
X

s.a 2x1+2x+x3+x4 =176
2x1 +xp +2x3 +x5 = 142
1+x2 3+ X5 23)
2x1 4 3x3 + 3x3 — x = 300
xiZO, iZl,...,6

Como x¢ € ndo basica:
Ce = Cg— TL'A6

0
e=—1-[0 5 0] 0 |=-1
-1
E o novo tableau 6timo:
X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X¢
110,100 (-5|-11z=710
7 7
-5 110 0]-1 -5 70
4 1
3 O(1 011 3 36
210101 1 1 18

Nota-se que a solucdo 6tima permaneceu 710 $K1.

(d) Vamos eliminar a segunda restri¢do e transformamos no problema de minimiza¢do para aplicar o dual-simplex,
temos entdo um novo tableau inicial e vamos realizar o pivoteamento com a linha de bloqueio r = 2:

1
X1 X2 X3 X4 | X5
91-5(-10]0 0] 0 |z+0
212 1 1 176
21313 |01]-1]300 |+«

Temos um novo tableau e vamos realizar o pivoteamento com linha de bloqueio r =1

J
X1 | X2 | X3 | X4 | X5
T o[-5]0]-3]2z+500
§ 0-1]1]3] 24 [+«
s 1|{1]0]-3| 100
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Temos o novo tableau 6timo:

X1 | X2 | X3 | X4 | X5
9]0[0]-5]-5][z+620
Slof1]-1]-53] 24
§ 1o |1|%]| 76

(e) A adic@o de uma nova atvidade x7, inclui calcular A7, ¢ e continuar a otimizagao.

AT = (Al 1A

2
0 -1 -5 1 u
Al=10 1 1% 2 |=1|3
1 1 1 3 6
67267—ﬂA7
-4
Ge=6-[5 10 0]| 3 |=-4
6
E o novo tableau 6timo:
X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | X7
-1]10]0|0/|-5/01]-4|z=-710
2 2
511100 |-1|-5]-4 58
4 1
310111071 3] 3 42
210011 116 18

Nota-se que ao incluir a nova atividade a solugdo 6tima permaneceu 710 $K/ nao sendo vantajosa a adi¢ao da
nova planta.

® e letra (b)
O novo b fica:

b= (A"
2
0 -1 =5 | 1130 342
b=|0 1 | 142 | = | 242
L1 300 572

Como b < 0, continuamos a otimiza¢do utilizando o dual-simplex. Temos um novo tableau e vamos
realizar o pivoteamento com linha de bloqueio r = 1

{
X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | Xg
-1]10]0[0(-5]0]z=710
2 2
5111010 |-1]-5]| -342 |«
4 1
3107110113 242
2100111 572
Chegamos ao novo tableau 6timo.
X1 X2 X3 X4 X5 X6
110,00 |-510]z=710
1|3l0]o0]3[1] 513
13|10 3]0] 71
1|30 |1 |-3]0] 59
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Nota-se que a queda brusca da matéria-prima nao alterou a solug¢do 6tima.

e letra (c)
O novo b fica:
0 -1 -2
3 130 -342
b=]0 1 ! 142 | = | 242
11 1 300 572

Como b < 0, continuamos a otimiza¢do utilizando o dual-simplex. Temos um novo tableau e vamos
realizar o pivoteamento com linha de bloqueio r = 1

X1 X2 | X3 | X4 | X5
;11010 -5
110 -1

01 1
01011

z—710
2342 |

242
572

() (o) Na)
— L g | &

NIRRT

Chegamos ao novo tableau 6timo.

=
)

X6
0 | z—197
1 513

0 71
0 59

X1
0
1

=
)

X3
0
0

1 1
1 0] 1

Nota-se que neste caso a solug@o 6tima caiu de 710 para 197 com a queda brusca da matéria-prima.

B LI LY

o o|lo|g
1
1

[ )

W =
1

[\

(2) * anova solucdo
x1 € ndo bdsica, logo novo ¢ fica:

Como c; > 0, continuamos a otimizagao. Temos um novo tableau e vamos realizar o pivoteamento com

linha de bloqueio r = 3:

}
X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6
slTololo|-5]0]z=710
2 2
Sltjolo|-1][-5] 58
4 1
1010 1]3 42
2000111 18 | «
Temos o novo tableau 6timo:

X1 | X2 | X3 | x4 X5 X6
0jo]o[-3]-B]-3]z-755
oj1t]o|3|-5]-3] o4
001 |-34 |-4] 30
tjofo |t 1} 9

xp € basica, logo Ac; =7 —5 = 2. Multiplicamos a linha r = 1 por 2 e somamos na linha dos custos
relativos (menos x1). Temos o novo tableau 6timo:
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X1 | X2 | X3 | x4 X5 X6
o[ofo|-X]-2].-07, 883
ojlt]o| 3 |-5]-3 64
o011 [-3] 4|3/ 30
Ljojo| 5| 35|35 9

x3 € bésica, logo Acz = 11 — 10 = 1. Multiplicamos a linha » = 2 por 1 e somamos na linha dos custos
relativos (menos x3). Temos o novo tableau 6timo:

X1 | X2 | X3 | X4 X5 X6
olofo|-2[22]-3]z-913
T 2 T
O 10| 3 |-5]-3 64
2 | 1 1
O1of1i-5 )35 |-3| 30
1 | |
1loflo| L] 1|1 9
J d
« valores de I, (A”), (A7), azi e 8;;
12 1
2 I 2 3 73 73
1=1{2,3,1}, (A)) = 1 2 2 |, aH) = _% % _% ’
R R
-3 3 2 2 2 2
of
4 — b
by "
by
‘Lf_[g o2y
oby - 6 6 6 2
b3
af 15 51 21
aiblngl‘f‘gbzﬁ‘glﬁ
of _15
oby 6’
af
I a—
dbs "
by
-l% % 4|
dbs by

af 15 51 21
— =—bi+—by+—b
9bs 6 1+ 6 2+ 63

Jaf 21
ob; 6
(h) Vamos analisar os casos, levando em consideracdo que em (g) temos uso de x; = 9, x, = 64 e x3 = 30.

* aumento do contrato de fornecimento ($5/ton/dia): Temos o uso total de 176 ton de matéria-prima e o
aumento do contrato fornece o custo de $880.
« aumento da area ($6/m?): Temos uma drea total de 142m? e aumento da drea oferece um custo de $825.

Notamos que aumento da drea fornece um custo menor para a empresa, se tornando mais vantagosa.

(i) Adicionamos a nova restricao x; +x +x3 < 101 e varidvel de folga x7:
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X1 | X2 | X3 | X4 X5 X6 | X7
ojojo[-B]3]1-2Z70][z-913
ojtjo| 3 |-35]-3]0 64
o013 4+ |-3/0] 30
1jfojo| |24 ]o 9
1f1|t{o]o|o0|1| 101

X1 | X2 | X3 | X4 X5 X6 | X7
ojojo[-B]-3F]1-2710][z-913
ojtjo| 3 |35][-3]0 64
0|01 [-3] 4+ |-3/0] 30
tjofo| 4| 31|40 9
000 |-t ]-2] ¢ |1 2

Temos o tableu 6timo:

X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X¢ X7
olo[o[oO0]|-6]-6]-15]z—-883
ol1folol-1]o0] 2 60
0/0[1]|0|1]-1]|-4 38
1foj{ojo|lo0o|1]|3 3
Ojlo|o|1|1|-1]|-6 12

(j) Adicionamos as novas restri¢des x| < 60, x, < 60 e x3 < 60 e as respectivas varidveis de folga x7, xg € xg:

X1 X2 | X3 X4 X5 X6 X7 | X8 | X9
ojojo -2 312 T0[0]0][z-913
ojt|lo[ I [-3|3]0[0]0] o4
ojo|1|-3] % |-2]0]0o]0] 30
1jfofo| 3|33 /0]0]0 9
10|00 0[O0 |0 |1]0]O| 60
0|10l 0] 0|0 0|10 60
0|01 0]0]O0|O0O|0O]1]| 60

Preparamos o tableau e continuamos a otimizagao utilizando dual-simplex, com linha de bloqueio » = 5:

X1 | X2 | X3 | x4 X5 X6 | X7 | X8 | X9
ojojo -2 3T 2AT0o[0]0][c—823
ojtfol 3 [35]-5]0]0]0] o4
oo |1 |-3] % |-3]0]0]0] 30
1jfofo| 3|33 /0]0]0 9
000 |- |-5|-5|1]0]0]| 51
ojtjo|-+] 2|+ o|1|0| -4
ojo|1| % |-+ L+ )ojo]1]| 30

Temos o tableau 6timo:
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X1 X2 | X3 | X4 | X5 X6 | X7 | X8 | X9
o[-BloJo[-Bls6[0]-D]0][z-793
o[ 2]oflo[ofofo] 1 ][0] 60
0| -2|1/0]0|-1|]0|=2|0] 38

3 3 3
1| 3]jojo| 3 |1lo] 2o 3
3 3 3
o|3]jojo|-3|-1|1|-3|0]| 57
0| -3|0|t]|2]-1/0[-3]0] 12
0|2 |1]0]-3|1]0|2]1]| 22

AS.15 (data: 10.07.2019)

(a) O valor atualizado de A”, pode ser obtido por:

12 15 —1] [2
A=ANA=1-1 0 12|10
5 3w 2|3

-2

A= -1/

16

Analisando como isso altera o coeficiente ¢, utilizando ¢ = 5, tem-se:

&=5-[1/3 5/3] m

& =-5

Como se trata de um problema de maximizagio e ¢° é negativo, o 6timo nio muda, assim a solucio nio seria alterada.
(b) Para descobrir o quanto b; pode crescer, faz-se:

12 15 =11 [b
b=@AhH"o= -1 0 12| |b],
5 310 2| |bs

obtendo as seguintes condicdes:

0.5614+0.2b,—0.3b5 >0
—b1+0.5b3 >0
0.5]91 —3/10b2 +2b3 > 0

Assim, pode-se notar que o aumento de by, pode tornar a solucdo infactivel apenas na segunda condi¢do. Diante disso,
o valor de b; pode aumentar, tal que b; < 0.5b3.
(¢) Para ¢® = 14, o novo valor de & é:

& =14-[1/3 5/3] m



Uma vez que ¢’ tornou-se um coeficiente positivo perde-se a otimalidade, sendo necessério continuar a otimizagéo,
assim a solucgdo seria alterada

AS.16 (data: 10.07.2019)

(a) Formulagao problema dual:

min ¢(w) = Tw;+4w,

s.a w1 +wa

— N

wi + 4w,

(AVARAVARLY,
|

2W1—W2
w; >0, w2 >0

Do quadro 6timo, sabe-se que x] =5, x5 = 0 e x3 = 1 . Desse modo, as varidveis duais 6timas podem ser encontradas
por meio do Teorema das folgas complementares. Assim, pode-se obter as seguintes relagdes:

XWi+w;=2)=0 =>w+w, =2=w, =2—w)] (24)
W dwi—1) =0 = wi+dwi—1>0 (25)
B2w—wr+1)=0 =2w] —w; = —1 (26)

Substituindo (24) em (26), obtém-se

(b) (1) > = 4

Como x, é uma varidvel ndo-bdsica, pode-se calcular o valor atual por meio da seguinte equagao:

& = — nA? (27)

& =4-1[1/3 5/3] [‘1‘]

L =-3

Visto que, ¢? continua com o sinal negativo, lembrando que é um problema de maximizacio, o quadro 6timo perma-
nece na otimalidade e, portanto, a solu¢do 6timo é a mesma.

2)c*=8
Novamente, pode-se utilizar a equagio (27), para calcular o novo valor de ¢?, assim:

& =8-[1/3 5/3] [‘1‘]
=1
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1
X1 X2 X3 X4 X5
0O 1 0 -3 -53|z-9
-1 1 13 -1/3] 1
«~1 3 0 13 25 5

X1 X2 X3 X4 X5
130 0 -4/ 179 | 7—32/3
130 1 49 ~—lf 8/3
131 0 1l 2 5/3

Perceba que ¢ possui sinal positivo, consequentemente, perde-se a otimalidade, sendo entdio necessério continuar a

otimizacdo para obter a nova solucdo.
Entra x, na base e sai x

Assim, a nova solugdo 6tima é: x] =0, xj =5/3, x5 =8/3e 7* =32/3.
(¢) O valor atualizado de A2, pode ser obtido por:

N _ 13 -] |4
e[ ][
1

A= M

Obtido A2 é necessdrio verificar como isso altera o coeficiente ¢2, utilizando ¢ = 4.

&F=4-[1/3 5/3] m

- 62 -1
d
X1 X2 X3 X4 X5
0O 1 0 -3 =53|z-9
«~0 1 1 13 -3 1
1 2 0 13 23 5
Entra x, na base e sai x3

x| X X3 X4 X5

0 0 -1 -2/3 —43|z-10
o 1 1 13 -1/3 1
1 0 =2 -1/3 4/3 3

Desse modo, a nova solugdo 6tima é: x] =3, x; =1, x3 =0e z* = 10.
(d) Para poder escolher qual a melhor restri¢do para aumentar os recursos € necessario analisar os valores para o novo

b que pode ser obtido por:
b= (A")""p,

13 -3

como a matriz (A7)~ = [1/3 2/3} , aumentar o recurso da segunda restricdo pode tornar h<0,o0 que violaria a

factibilidade, por isso aumentaria o recurso da primeira restricdo, nessa nao ha como b se tornar negativo. Para b > 0
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X» X3 X4 X5

1 -1 0 0|z

1 2 1 017
«~4 -1 0 1 |4

X2 X3 X4 X5
0 34 0 -—l/a]z—-1
0 9% 1 -l/a
I 14 0 14 1

o 6timo nao muda.
(e) Retirando a atividade x;, tem-se: Entra x, na base e sai x5

A nova solugdo 6tima é: x5 =1, x; =6ez" = 1.
(f) Inserindo a nova restri¢ao, tem-se:

X1 X2 X3 X4 X5 X6
0 -6 0 -3 =53 0 |z-9
0o -1 1 13 -1/3 0 1
1 3 0 13 253 0 5
0 1 1 0 0 1 2
Colocando na forma preparada, obtém-se o novo quadro 6timo:
X1 Xy X3 X4 X5  Xg
0 -6 0 -3 =53 0 |z—9
0o -1 1 13 -1/3 0 1
1 30 13 23 0 5
0 2 0 -3 13 1 1

Logo, a solugdo 6tima é: xj =5, x3 =1, x; =lez" =09.
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