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Introducao

Introducao I

m Programacao Linear: trata da busca pelo melhor (menor ou maior) valor que uma
fungao linear assume (chamado de valor “6timo”) quando suas variaveis sao
restritas por igualdades e desigualdades lineares.

m Caso a fungao ou as restricdes sejam nao lineares, os métodos apresentados ao
longo do curso nao se aplicam.

@ George B. Dantzig 1947.

@ L. V. Kantorovich 1939 (1959).

@ “Programacao Linear” — T. C. Koopmans (1948).
@ Método Simplex — 1949.

@ Importancia do método simplex: (1) modela problemas importantes e
complexos; (2) Eficiéncia computacional.
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Terminologia

O Problema de Programacao Linear I

m Considere o seguinte problema de programacao linear
min  CiXy + CXo 44+  CnXp

s.a ay1Xxy + aipXe +--+ aipXn > by
ax Xy + amwXo +---+ aspXn > bo
amXy + ameXe +--+ amnXn = bm

x; >0, i=1,....n

sendo que ¢y X1 +---+ cnhXn € a fungao objetivo a ser minimizada e cujo valor é
denotado por z. Os coeficientes ¢;, i =1,...,n sao valores conhecidos e
Xj, i=1,...,nsao as variaveis de decisdo a serem determinadas.

A desigualdade ):;’:1 ajx; > b; € a i-ésima restrigao. Os coeficientes ay,
i=1,....m, j=1,... nsao chamados de coeficientes tecnoldgicos e, quando
agrupados, dao origem a matriz de restricao A, dada por

ayy a2 - aip
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Terminologia
O Problema de Programacdo Linear II

O vetor coluna b, composto pelas componentes b;, i = 1,...,m & chamado como o
vetor do lado direito. As restrigdes x; > 0, i =1,...,n sdo chamadas de restricdes
de ndo negatividade.

Um conjunto de valores das variaveis x; > 0, i = 1,...,n que satisfaz todas as
restrigdes & chamado de ponto factivel ou solugao factivel. O conjunto de todas as
solugoes factiveis constitui a regido factivel ou espaco factivel.

A partir da terminologia apresentada, o problema de programagao linear pode ser
estabelecido como:

Problema de Programacao Linear

Entre todas as solugoes factiveis, encontre uma que minimize (ou maximize) a
funcéo objetivo.
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Terminologia
O Problema de Programacdo Linear II1

m Exemplo:

min  Z=2x1+5x
s.a X1+ Xo > 3
—X1 —2Xo > —8

x>0 i=1,..,2

O problema tem duas variaveis de otimizagao e a fungao objetivo a ser minimizada
€ 2x1 +5x». As restrigdes e a regiao factivel sdo mostradas na Figura 1. O
problema de otimizagdo consiste em encontrar um ponto dentro da regiao factivel
de forma que a fungao objetivo assuma seu menor valor possivel.
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Terminologia
O Problema de Programagdo Linear IV

X2
°r A )
/\—>X2 > 0
4+ 4
3k < —X1 72X2 >-8 B
2| ¥ |
regiao factivel
il A g x>0 |
X1|+x0 >3 T
= \/ - X
T L L L L 7 L ]
0 2 4 6 8 10

Figura 1: Regido factivel e restrigbes do exemplo.
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Hipoteses
Hipoéteses da Programacao Linear

m Proporcionalidade: Para uma dada variavel x;, sua contribuigéo para o custo e
para a i-ésima restrigéo € c;x; e ajx;, respectivamente. Se sua quantidade &, por
exemplo, dobrada, o efeito € proporcional tanto no custo quanto na restricdo. Em
outras palavras, ndo ha economia (ou desconto) em usar uma maior quantidade da
variavel x;.

m Divisibilidade: Valores nao integrais sdo permitidos as variaveis.
m Deterministico: Os coeficientes C, bje aji sao conhecidos deterministicamente.

m Em todos os problemas de programacao linear considerados ao longo curso,
todas as hipéteses anteriores estao implicitamente assumidas.

m Embora o modelo de programagcao linear apresentado possa parecer limitado
(pouco abrangente), o mesmo é amplamente utilizado para modelar problemas do
mundo real, fornecendo resultados satisfatérios, além de prover analises mais
sofisticadas do que simplesmente fornecer valores para as variaveis de decisao.
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Manipulagdes Usuais
Transformado Desigualdades em Igualdades I

m A restrigao

n
ajXj = bj
&

J

pode ser transformada em uma equacao introduzindo uma variavel de excesso (em
inglés, surplus variable) xp, 1, levando a

jiXj—Xpy1 = bj,  Xpp1 20

n
=1

J

m De modo similar, a restricdo

n
Y. aj% < b;
J=1
pode ser transformada em uma equacgao introduzindo uma variavel de folga (em
inglés, slack variable) x, 1, levando a

n
Y ajXj+Xnp1 =bj, Xpp4 >0

=1
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Manipulagdes Usuais
Transformado Desigualdades em Igualdades II

Finalmente, uma equagao na forma
n
2. ajx=bj
J=1
pode ser transformada em duas desigualdades
n n
Y apg < b} apg > bi
j= j=1

embora esse procedimento seja menos usual.
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Manipulagdes Usuais

Varidveis ndo negativas

m Na maioria dos problemas praticos as variaveis estdo associadas a quantidades
fisicas, ou seja, assumem valores nao negativos.

m O método Simplex, que estudaremos mais a frente, foi projetado para tratar
apenas variaveis nao negativas.

m Caso em um problema particular uma variavel x; seja irrestrita (assume valores
positivos e negativos), entdo a mesma pode ser substituida por

/ 1 / 1
=y X 20. x=0

m Caso tenhamos mudiltiplas (k) variaveis irrestritas, podemos usar as
transformagdes

xi=x—x", x;>0, x">0, j=1...k

Note que temos apenas uma variavel x”, representando o valor mais negativo
possivel entre as k variaveis.
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Manipulagdes Usuais

Minimizac¢do e Maximizagao

m Uma manipulagao usual é transformar um problema de maximizagdo em um
problema de minimizacao e vice-versa. Note que, sobre qualquer regidao

n n
max Z CiXj = —min Z —GjX;
j=1 j=1
Portanto, basta multiplicar os coeficientes da fungao objetivo por -1 para
transformar um problema de maximizagao (minimizagao) em um problema de
minimizagdo (maximizacao).

m Terminada a otimizacéo, o valor étimo da funcéo objetivo original é o valor 6timo
da funcao objetivo do problema modificado multiplicado por -1.

R. C. L. F. Oliveira IA881 - Otimizagao Linear



Manipulagdes Usuais

Formas padrio e candnica

m A tabela a seguir mostra as formas padrao (standard) e candnica (canonical) de
programacao linear para problemas de minimizagcdo e maximizagao.

minimizagao maximizagao
n n
min ZC]X/ max ZC/-X/-
j=1 j=1
forma N . d .
) s.a Y ap=b, i=1,...m|sa Y ax=»b, i=1..m
padrao = i=
X >0, ji=1,....n X; >0, j=1,...,n
n n
min ) cx; max Y CiX;
j=1 j=1
forma N . d .
L s.a ajxj>bj, i=1,....m|s.a ajxp<bj, i=1,....m
candnica = =
X >0, ji=1,....n X >0, j=1,...,n
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Manipulagdes Usuais
Notagao matricial I

m Um problema de programacéo linear pode ser enunciado em termos de uma
notagao mais compacta. Por exemplo, o problema

n
min 3 G
=1
n
s.a Y apx=b, i=1,..m
=1
x>0, j=1,...,n

pode ser reescrito na forma (a notagéo (-)T denota transposic¢ao)

min  ¢’x
s.a Ax=Db
x>0
com os vetores
Xq by Cq
X = s b = . , C= R
Xn bm Cn
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Manipulagdes Usuais

Notacao matricial IT

e a matriz
a a1
1i a2 j
A=[a; a - an,a=|:|, ou A=| |, a=[an ap - ap)
ami ;
mi am

Observacdo: A notacdo em que a matriz A é descrita por vetores linhas (a’) é
menos usual.

Note que vetores e matrizes sao apresentados em negrito.
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Manipulagdes Usuais
Etapas da Programacdo Linear

m A modelagem e analise de um problema de programagéao linear, em geral de
qualquer problema de pesquisa operacional, evolui por meio de varias etapas.

@ Formulagao do problema.

@ Construgao do modelo matematico.

@ Solugao do modelo (aplicagdo de técnicas de otimizagao).
@ Testes e andlises do modelo (com eventual restruturagao).
@ Implementacao.
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Exemplos de Formulacdo
Planejamento de Producdo I

m Uma empresa produz sapatos e botinas. As matérias primas (e suas respectivas
quantidades disponiveis) e o lucro em fungdo da produgao dos calgcados sao
mostradas na tabela abaixo. O objetivo é saber qual é a proporgao de fabricagao
entre sapatos e botinas que maximiza o lucro da empresa.

produtos
matéria prima | sapatos | botinas | disponibilidade
couro 2 1 8
borracha 1 2 7
cola 0 1 3
lucro (p./u.) 1 1

m Formular a escolha da melhor proporgéo de fabricagao de calgados em termos de
um problema de programacao linear.
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Exemplos de Formulacdo
Planejamento de Producdo II

m Formulagdo matematica:

max Z=X{+Xo
s.a 2x1+ X2 <8
X1+2x <7
Xo <3
xi>0,i=1,...,2

sendo que xq (X2) é quantidade de sapatos (botinas) fabricados. A solugdo
(geométrica) é apresentada mais adiante.
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Exemplos de Formulacdo
Problema da Dieta I

m Estao disponiveis 5 tipos de alimentos, cada um contendo uma certa quantidade
de nutrientes em termos de proteinas e sais minerais. Especificada a necessidade
diaria de nutrientes e o custo associado a cada tipo de alimento, deseja-se
determinar qual é a dieta que atende a necessidade e apresenta o menor custo.
Formular o problema em fungao dos valores apresentados na tabela abaixo.

alimentos necessidades
1 2 3 4 5 nutrientes
proteinas 3 4 5 3 6 42
sais minerais | 2 3 4 3 3 24
custo 25| 35|50 |25 | 36
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Exemplos de Formulacdo
Problema da Dieta II

m Formulagdo matematica do problema:

min  Z=25x1 +35x> +50x3 +33x4 + 35x5

Ss.a 3x1+4xo+5x3+3x4+6x5 >42
2x1+3Xp +4x3+3x4+3x5 > 24
x;>0,i=1,...,5

m Solugdo 6tima: x; = xo = x3 =0, X4 =2 e x5 = 6. Custo 6timo: 276.
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Exemplos de Formulacdo
Problema de Alocacao I

m Seja a regido mostrada a seguir em que a; € o nimero de assinaturas na area i/, e
b; é capacidade de atendimento da central telefonica j. Problema: alocar os
assinantes as centrais de modo a minimizar o custo de ligagao assinante-central (é
um subproblema da localizagao das centrais).

Figura 2: Planejamento de rede de telecomunicagao.
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Exemplos de Formulacdo
Problema de Alocacao II

= Seja x;; 0 numero de assinantes da area i/ conectado a central j e ¢; o custo para
conectar o assinante da area i a central j.

a @ A b
= @ A b
" @ A o
N

Figura 3: Ligagdes entre assinantes e centrais.
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Exemplos de Formulacdo
Problema de Alocacao III

m Formulagao de programacao linear

min ZZC,]X,]
i
s.a Y xj>a, Vi

J
i
X,'j > 0, VI,V]
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Solugdo Geométrica

Solucdao Geométrica I

m Considere um problema de minimizagao na forma de programacéo linear, com
duas ou trés variaveis de otimizagdo, permitindo a visualizagdo geométrica da
regido factivel.

m Entre todos os pontos factiveis, queremos encontrar aquele que fornece o menor
valor para z = ¢ x. Note que todos os pontos que geram o mesmo valor de z, isto
€, satisfazem

n
z=Y cx
i=1

estao sobre um hiperplano (no caso 2D, sobre uma reta, no caso 3D, sobre um
plano).

m No caso 2D, encontrar o valor 6timo de z pode ser visto como mover a reta
Cy1 X1 + CoXo = Z paralelamente a si mesma no sentido de diminuir o valor da funcao
objetivo mas permanecendo dentro da regido factivel.

m No problema de minimizagdo (maximizagao), a diregdo de movimento é —c (c).
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Solugdo Geométrica

Solucdao Geométrica II

m Na Figura 4, note que no ponto x*, a reta ¢y x7 + coX5 = Z* ndo pode ser mais
movida na diregao —c, pois ficaria fora da regido factivel. Assim conclui-se que x* é
uma solugao étima.

m Obviamente esta técnica é conveniente apenas a problemas de duas ou trés
variaveis, contudo, a técnica fornece alguns insights interessantes sobre o caso
geral de programagcao linear. Por exemplo, como veremos mais adiante, se o
problema de programacao linear tiver uma solugao 6tima finita, entdo o problema
também tem uma solugao que é ponto extremo (vértice do poliedro), como na
Figura 4.
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Solugdo Geométrica

Geométrica II1

R. C. L. F. Oliveira

solugao 6tima

rediéo.fgctivel
objetivo diminui

X

>

CiX1 +CoXo = 2o, Zo < Z4

CiX1 + CoXo = Z4

Figura 4: Solugao Geométrica.
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Solugdo Geométrica

do Problema de Planejamento (Sapateiro)

m Aplicando o método geométrico no problema de planejamento, temos a ilustragao
apresentada na Figura 5. O valor 6timo é z =15 com xy = 3 (sapatos) e xo =2
(botinas).

35 T T

25

X2 15 |

05 |-
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Solucdes
Possiveis resultados de um problema de PL

m Um problema de programacéo linear pode fornecer um dos quatro tipos de
resultados listados a seguir.

@ Solugao 6tima Unica.

@ Miltiplas solugdes étimas.
@ Funcéo objetivo ilimitada.
@ Infactibilidade.
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Solucdes

Otima Unica

X solugéo 6tima X solucao 6tima )
2 Onica .7 2 unica

¢ (@ ¢ (b)

Figura 6: Solugdes o6timas Unicas; (a) regiao limitada; (b) regiao ilimitada.
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Solucdes
Solugdes Multiplas

raio 6timo

C(a) " c (b)

Figura 7: Solugdes multiplas; (a) regiao limitada; (b) regido ilimitada.
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Solucdes
Funcdo Objetivo Ilimitada

X2',
A

X1

o
Y

Figura 8: Fungao objetivo ilimitada. Os contornos da fungao objetivo
podem se mover indefinidamente na dire¢ao —c, mantendo interse¢cdo com
a regiao factivel.
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Solucdes
Problema Infactivel

X2 A X1 > 0

—> a1 X1 + ajoXxo < by ap1 X1 + appXo < by

4 /\ A xo > by

Xq

Y

~/

Figura 9: Solugao infactivel. O sistema de equacdes ou desigualdades que
define a regiao factivel é inconsistente.
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Solucdes
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