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Como Encontrar Uma Solugao Basica Factivel Inicial

ucdo Bdsica Factivel Inicial

m Para iniciar o método Simplex, & necessario ter uma solugéo basica factivel inicial.
Em termos praticos, é necessaria uma matriz B tal que b=B~'b > 0.

m Considere o caso em que as restricdes estdo na forma Ax < b, x > 0.
Introduzindo variaveis de folga xg, tem-se Ax+Xg = b, x > 0, xg > 0. Solugao
bésica factivel imediata: xg =xr, Xy =x,comB=/,N=A,xp=bex=0.
Aplica-se o método Simplex.

m Nem sempre a inicializagdo anterior é possivel. Por exemplo, quando b nZo é nao
negativo (componentes negativas podem existir). Outra possibilidade Ax > b, x >0
comb £ 0.
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Como Encontrar Uma Solugao Basica Factivel Inicial

Técnica: Variaveis

m Estratégia de solugao: utilizar variaveis artificiais.

m Suponha que o problema em maos estéa na forma Ax =b, x > 0, b > 0 (sempre é
possivel colocar nessa forma). Considere as restrigoes modificadas

Ax+x3=b, x>0, x3>0

sendo Xz um vetor com variaveis artificiais. Uma solugao basica factivel inicial
imediata é: X = b, x =0.

m O problema foi modificado, mas caso o método Simplex seja aplicado e o valor
final das variaveis artificiais seja x; = 0, entdo a solugao encontrada também é
6tima para o problema original.

m Nao confundir variaveis de folga (ou de excesso) com variaveis artificiais.
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Como Encontrar Uma Solugao Basica Factivel Inicial

Exemplo — Continuagdo

Encontre uma solugéo basica factivel para o conjunto de restrigdes

X1 +2x0 >4
—3x1+4x2 >5
2xX1+ Xo <6
x;>0,i=1,2

m Introduzindo variaveis de folga e de excesso, tem-se

Xq +2X2—X3 =4
—3X1 +4X2 — X4 =5
2X1+ Xo +x5 =6

x;i>0,i=1,...,5

Nao existe nenhuma submatriz “identidade” nessa representagao.
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Como Encontrar Uma Solugao Basica Factivel Inicial

Exemplo — Continuagdo

m Introduzindo duas variaveis , tem-se
X1+ 2X%o — X3 + =4
—3x1 +4xo — X4 + =5
2X1+ Xo + X5 =6

x>0,i=1,....7
Uma solucao bésica factivel inicial imediata é xg = {xs5, X, X7 }.

m Ao aplicar o método Simplex, deseja-se que Xg € X7 sejam zeradas.
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Método das Duas Fases
M¢étodo das Duas Fases

m O método das duas fases consiste em, uma primeira fase, reduzir a zero o valor
de todas as variaveis artificiais ou concluir que o problema original é infactivel.

Se as variaveis artificiais foram zeradas, entdo a segunda fase do método otimiza a
funcéo objetivo original do problema comegando com a solugao basica factivel
obtida no final da primeira fase.
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Método das Duas Fases

Método das Duas Fases

Fase 1:
Resolva o PL a seguir comegando com a solucéo basica factivel x;=b e x=0

min X0:ILTXa
s.a Ax+x3=D>b
X > 0, Xg > 0

Se no 6timo x5 # 0, entdo o problema original é infactivel. Caso contrario va para a
fase I, tomando as variaveis basicas e ndo basicas como as variaveis originais do
problema.

Fase 2:
Resolva o PL a seguir comegando com a solugéo basica factivel xg =B~ 'b e
xy =0
min  z=cIxg+clx
— CBAB NAN
s.a xg+B 'xy=B'b
Xg >0, Xy >0

timizacao Linear



Método das Duas Fases

Exemplo

Resolva o PL dado a seguir utilizando o método das duas fases.

min  Z = X{ —2Xo

sa Xyt+x >2

—X1+x2 >1

Xo <3
x;>0,i=1,...,2

Introduzindo variaveis de folga e de excesso, e variaveis
min  Z=X{ —2X»
s.a Xy +Xo — X3 +
—X1+ Xo — Xy +
Xo + X5
Xx>0,i=1,...7

, tem-se

Uma base pode ser imediatamente identificada a partir de xs, xg € x7 (poderia-se

criar uma variavel artificial xg, mas x5 pode ser utilizada).
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Método das Duas Fases

Exemplo — Continuagdo

m Levando em conta que a fungao objetivo da fase 1 € xg + x7, 0 seguinte tableau,
que ainda nao esta na forma canonica, pode ser construido

Xy Xo X3 X4 Xs Xg X7 LD

z[0 0 0 0 0 -1 —1

X[ 1 1 -1 0 0 1 02
x7[-1 1 0 -1 0 0 1|1
x| 0 1 0 0 1 0 0]3

Por meio de pivotamentos, transforma-se zg — ¢g = z7 — ¢; = 0 e o tableau fica na
forma candnica, como mostra o tableau da primeira iteragao. Na sequéncia
apresenta-se 0s tableaus produzidos até a solugao 6tima pelo método Simplex.
Fase 1 - lteragao 1

-
Q

x| 1 1 —1 0

“x;|-1 (1) o -

x5 | O 1 0 O

- o o|o|x
o o =|olx
o = o|olXx
W= W
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Método das Duas Fases

Exemplo — Continuagdo

Fase 1 - lteracao 2

+
X{ Xo X3 X4 X5 Xg X7 LD
z| 2 0 -1 1 0 0 -2|1
ex|(@ 0 -1 1 0 1 11
x| -1 1 0 -1 0 0 1|1
X5 1 0 0 1 1 0o -1 2
Fase 1 — Iteracao 3 - Terminada a primeira fase
X1  Xo X3 X4 X5 X6 X7 LD
z| 0 O 0 0 0 —1 —1 0
xx [ 1 0 —1/2 1/2 0 12 —i/2[1/2
|0 1 -1/2 —-1/2 0 1/2 1/2 | 3/2
x| 0 0 1/2 1/2 1 -1/2 -1/2|3/2

Uma solugao bésica factivel para inicializar a fase 2 € dada por [xq, X, Xs] € vale
[1/2,3/2,3/2]T. As variaveis artificiais podem ser removidas do problema e o vetor
de custos ¢ original é resgatado, levando ao tableau (ndo candnico)
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Método das Duas Fases

Exemplo — Continuagdo

X1 X2 X3 X4 LD
z| -1 2 0 0

0

x| 1 0 —1/2 1/2 0 [1/2
0
1

&

| 0 1 —1/2 —1/2 3/2
x| 0 0 1/2 1/2 3/2

m Reconstruindo o tableau na forma candnica, isto é, tornando zy — ¢y = zo — ¢, =0,
tem-se o tableau mostrado na iteragao 1. A sequéncia de tableaus até a
convergéncia € mostrada em seguida.

Fase 2 - lteragao 1

1
X1 X2 X3 X4 X5 LD

z| 0O 0 1/2 3/2 0] -5/2
~xg |1 0 -=1/2 @ 0| 1/2
|0 1 -1/2 —-1/2 0| 3/2
xs| 0 0 1/2 1/2 1] 3)2
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Método das Duas Fases

Exemplo — Continuagdo

Fase 2 - lteracao 2

i
Xy Xo X3 X4 x5 LD
z[-8 0 2 0 O0]-4
X4 | 2 o -1 1 0 1
x| 1 1 -1 0 0] 2
cxs|-1 0 (1) o 1|1
Fase 2- Iteracdo 3 - Otimo encontrado!
Xy Xo X3 X4 Xs LD
z{-1 0 0 O -2|-6
X4 | 1 0o 0 1 1 2
Xo | O 1 0 O 1 3
x3|-1 0 1 0 1 |1

O problema original tem solugao étima dada por z* = —6 cujo ponto extremo
associado é x* = [0,3,1 ,2,0]7. A Figura 1 mostra a regiao factivel no plano x; x xo
e a sequéncia de pontos gerada pelas fases 1 e 2.
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Método das Duas Fases

Exemplo — Continuagdo

Figura 1: Regiao factivel e caminho Simplex do método das duas fases no
plano X1 X Xo.
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Andlise do Método das Duas Fases

Variaveis artificiais Nao Foram Zeradas

m Na final da fase 1, as variaveis artificiais x; podem ter sido zeradas ou nao. Os
dois casos sao analisados na sequéncia.

m Caso A: x5 # 0: se x5 # 0 o problema original nao € factivel, pois se existe um
x >0 tal que Ax =b, entéo [x’,0]” é uma solugéo factivel da fase 1 e

0x)+170=0<1"x,

contradizendo a otimalidade de xg.

Exemplo

Resolva o PL dado a seguir pelo método das duas fases

min  z=—-3x7 +4x
s.a X+ x < 4
2x1+3xo >18
xi>0,i=1,2
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Andlise do Método das Duas Fases
Exemplo

m Para colocar as restrigdes na forma padrao, introduz-se uma variavel de folga,

uma de excesso e uma ,
X1+ Xo+X3 = 4
2x1+3x

x;>0,i=1,....,5

—X4+

Transportando os dados para o fableau, tem-se
Xs LD

Xq Xo X3 X4
z|0 0O O O -1
31 1 1 0 0|4
x| 2 3 0 -1 1 18

Com uma operacao de pivotamento, coloca-se o tableau na forma canoénica
(proximo tableau) e prossegue-se com o método Simplex até a otimalidade.
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Andlise do Método das Duas Fases

Exemplo — Continuagdo

Fase 1 - lteragao 1

J
Xy Xo X3 X4 X5 LD
z|l2 3 0 -1 0]18
x|t (1) 1 0o of 4
|2 3 0 -1 118

Fase 1 - Iteragdo 2 - Otimo encontrado!

Xy Xo X3 X4 X5 LD

z[-1 0 3 -1 06
[ 1 1 1 0 0] 4
xs| -1 0 -3 -1 1] 6

Como a variavel artificial x5 > 0, conclui-se que o problema original € infactivel.
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Andlise do Método das Duas Fases
Variaveis artificiais Foram Zeradas

m Caso B.1: x; = 0 e todas variaveis artificiais estao fora da base: No final da
fase 1 tem-se o seguinte tableau, no qual as variaveis X, estao fora da base
Xo XB XN Xa LD
x| 1]0 0o |[-1"] o
xg| 0 |Iln|B'N| B |[B b
Nesse ponto a fase 2 pode ser iniciada, descartando as colunas referentes ao vetor
Xa. Os valores (z; - ¢;) das variaveis n&o basicas sao dados pelo vetor
cLB~'N—cy (note que B~"N esta no tableau do final da fase 1)

m Caso B.2: x; =0 e algumas variaveis artificiais estao base: Nesse caso é
possivel ir direto para a fase 2, ou eliminar as variaveis artificiais da base antes. As
duas situagdes sao discutidas na sequéncia.

m (a) Conservar variaveis artificiais nulas na fase 2: Elimina-se as variaveis
artificiais ndo basicas e constréi-se o tableau com as variaveis originais e algumas
artificiais (na base e nulas). Os coeficientes z; — ¢; s&o construidos normalmente.
Os coeficientes de custo das variaveis artificiais devem ser zero. Ao executar o
método Simplex na fase 2, € importante deixar as variaveis artificiais sempre com
valores nulos (caso contrario perde-se factibilidade).
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Andlise do Método das Duas Fases
Variaveis artificiais Nulas Na Base

m Considere o tableau mostrado a seguir, em que Xpi 1, ..,Xn+m SA0 variaveis
artificiais que ficaram na base apds o término da fase 1. Se y; >0, i=k+1,...,m,
nenhuma atengao especial é requerida e o teste da taxa minima pode ser aplicado.
Contudo, se pelo menos um y,; <0, r € {k+1,...,m}, a variavel artificial x,, vai
se tornar positiva, o que deve ser evitado. Nesse caso abandona-se o teste da taxa
minima e pivota-se sobre 0 proprio y,;, € X, deixa a base.

Z Xy - Xk Xk+1"'Xj"'Xn Xntk+-1 Xn+m |_D_

z [1]0 0 z—¢ 0 0 |cgb

Xq 01 Yij 0 0 1_31
Xo 0l0 1 Yo; 0 0 by
Xy 0 1 Ykj 0 0 Bk
Xnik+1|0] O - 0 Yi+1 1 0
Xn+r ojo0 --- 0 yl’j 1 0
Xn+m 0 0 e 0 -ym] 1 0
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Andlise do Método das Duas Fases
Comentdrios Finais

m Sempre que uma variavel artificial sai da base, a sua coluna corresponde no
tableau pode ser removida.

m Com essas modificagdes, o0 método Simplex pode ser utilizado para resolver a
fase 2.

= (a) Eliminar todas as variaveis artificiais antes de ir para a fase 2: E possivel
eliminar todas as variaveis artificiais antes de ir para a fase 2, basicamente
substituindo as variaveis artificiais basicas por variaveis originais que estao fora da
base. Detalhes sobre esse procedimento podem ser encontrados em [BJS10,
Secgao 4.2].
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Andlise do Método das Duas Fases

Exemplo

Resolva o PL dado a seguir utilizando o método das duas fases.

min  Z= —Xxy+2Xp —3Xx3
s.a X+ X2+ X3 = 6

—Xy1+ Xo+2x3 = 4
2x2+3x3 =10
X3 < 2

1 110 X 6
1120 x |a
A=1o 2 3 o] *=|x|" =10
0 0 1 1 X4 2

m Note que a matriz A nao tem rank completo, pois a terceira linha é redundante
(soma das linhas um e dois).
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Andlise do Método das Duas Fases

Exemplo — Continuagdo

m Esse tipo de redundancia pode ser detectada pela Fase 1 do método Simplex,
como sera visto na sequéncia. Introduzindo trés variaveis artificiais x5, Xg € x7 €
tomando a soma das mesmas como fungao objetivo, tem-se o tableau (ainda nao
canonico)

X{ Xo X3 X4 Xs Xg X7 LD
z{ 0O O O O -1 -1 -1
x5 | 1 1 1 0 1 0 0 6
Xx|—-1 1 2 0 0 1 0| 4
x| 0 2 3 0 O 0 1 |10
x| 0 0 1 1 0 0 0 2

Apos aplicar pivotamentos para garantir z; — ¢; =0, j = 5,6,7, inicia-se 0 método
Simplex. A sequéncia de tableaus até a convergéncia é apresentada a seguir.
Fase 1 - lteragao 1

1
X{ Xo Xz X4 X5 Xg X7 LD
z|[ 0O 4 6 0 0 0 O0]20
x5 | 1 1 1 0 1 0 0] 6
cxs|-1 1 (2 0 0o 1 0] 4
x>0 2 3 0 0 0 1]10
x| 0 0 1 1 0 0 0| 2
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Andlise do Método das Duas Fases

Exemplo — Continuagdo

Fase 1 - lteragao 2

i}
Xq Xo X3 X4 Xs Xg x7 LD
z 3 1 0 0 O -3 0] 8
xs | 3/2 1/2 0 0 1 —1/2 0| 4
x3|—-1/2 1/2 1 0 0 1/2 0| 2
x7| 32 1/2 0 0 0 -3/2 1] 4
— Xy @ -1/2 0 1 0 -1/2 0] 0
Fase 1 — lteracao 3
+
Xy Xo Xz X4 Xs X X7 LD
z|0O 4 0 -6 0 0 O] 8
~xs|0 (2 0o -3 1 1 o4
x3|10 0 1 i1 0 0 0| 2
x>0 2 0 -3 0 0 1] 4
xx|1 -1t 0 2 0 -1 0] 0
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Andlise do Método das Duas Fases

Exemplo — Continuagdo

Fase 1 - Iteragdo 4 - Otimo encontrado!

X{ Xo X3 Xg X5 Xg x7 LD
z{0O 0 O 0 -2 -2 0] 0
|0 1 0 -82 1/2 1/2 0] 2
x310 0 1 1 0 0 0] 2
x| 0 0 O 0 —1 —1 1 0
x|1 0 o 1/2 1/2 —-1/2 0] 2

Note que variavel artificial x; permaneceu na base com valor nulo. Além disso, na
linha associada a x; temos coeficientes nulos associados a todas as variaveis
originais (ndo artificiais). Na auséncia das variaveis artificiais, como originalmente,
essa linha nos informa que 0x; +0x» 4+ 0x3 +0x4 = 0, revelando a existéncia de
uma restricao redundante no problema original (como notado inicialmente).

m E possivel eliminar a linha 3 e as trés variaveis artificiais e entdo ir para a fase 2.
Alternativamente, a fase 2 pode ser inicializada conservando x7 na base,
eliminando apenas as variaveis x5 e xg. Nesse caso as adaptagdes comentadas
anteriormente precisam consideradas.
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Andlise do Método das Duas Fases

Exemplo — Continuagdo

m Preparando o tableau para a Fase 2, tem-se

X1 Xo X3 X4 X5 LD
z|1 -2 3 0 0
x| 0 1 0 -3/2 0] 2
x3/ 0 0 1 1 0|2
xs|0 0 0 0 1]0
xx|1 0 0 1/2 0| 2

Aplicando os pivotamentos necessarios, chega-se no tableau dado a seguir, que é
o6timo. )
Fase 2 — Iteracao 1 - Otimo encontrado!

X{ Xo X3 Xg x5 LD

z|0 0O O -13/2 0| -4
x| 0 1 0 -32 0] 2
x3/0 0 1 1 0] 2
x| 0 0 O 0 110
xx|1 0 0 12 0|2

R. C. L. F. Oliveira IA881 - Otimizagao Linear



Método do Big-M

Meétodo do Big-M

m A fungao da fase 1 no método das duas fases € justamente eliminar as variaveis
artificiais que foram introduzidas para produzir uma solucao basica inicial factivel
de forma imediata. Uma outra alternativa é o método do Big-M, que penalizara as
variaveis artificiais na fungao objetivo por meio de um coeficiente de custo grande
M. Desse modo o método Simplex naturalmente tornara a presenga das variaveis
artificias na base algo indesejavel.

m O método do Big-M consiste em resolver o seguinte PL modificado:

min  Zpig_m =C X+ M1Tx,
s.a Ax+xp=b (1)
x>0,x3>0

sendo M um nimero suficientemente grande. M1 7x, pode ser visto como um
termo que penaliza qualquer solugdo com x5 # 0. Dessa forma, o método Simplex
vai inicialmente tentar remover as variaveis artificiais da base e continuar até
encontrar uma solugao 6tima para o problema original, se alguma existir.
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Método do Big-M

Exemplo

Exemplo

Resolva o PL dado a seguir utilizando o método do Big-M.
min  Z = X{ —2Xo
sa Xy+xp >2
—X1+x0 > 1
Xo <3
xi>0,i=1,...,2

Esse exemplo foi resolvido anteriormente pelo método das duas fases. Aplicando
0s mesmos procedimentos de preparagao e considerando a fungao objetivo do
método Big-M, tem-se o tableau

Xg x7 LD

Xq Xo X3 X4 X5
Zbig-M | — 1 2 0 0 0o M —-M
X[ 1 1 -1 0 0 1 0 |2
x7|-1 1 0 -1 0 0 1 |1
s/ 0 1 0 0 1 0 0|3
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Método do Big-M

Exemplo — Continuagdo

m Colocando o tableau na forma candnica e prosseguindo-se com o método
Simplex, tem-se a seguinte sequéncia de tableaus até a convergéncia:

lteracao 1
b
Xq Xo X3 X4 X5 Xg Xy LD
Zbig—M -1 24+2M —-M —-M 0 0 0 3M
Xg | 1 1 —1 0 0 1 O 2
ex; |-t 1) o -1 0 0 11
x5 | 0 1 o 0 1 0 0| 3
Iteracao 2
b
X1 Xo X3 X4 X5 Xg X7 LD
Zpig-m | 1+2M 0O -M 2+M 0 0 -2-2M| -2+M
x| @ o -1t 1 0 1 1
Xo —1 1 0 -1 0 O 1 1
X5 1 0 0 1 1 0 -1 2
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Método do Big-M

Exemplo — Continuagdo

Iteracao 3
J
Xy Xo X3 X4 X5 Xg X7 LD
Zhgm [0 0 1/2 3/2 0 -1/2-M -3/2-M][-5/2
~x1 |1 0 =-1/2 (1/2) 0 1/2 -1/2 1/2
X |0 1 —-1/2 —-1/2 0 1/2 1/2 3/2
x5 | 0 0 1/2 1/2 1 —-1/2 —-1/2 3/2
Iteragao 4
J
X1 Xo X3 X4 X Xg x7 LD
Zbig—M -3 0 2 0 0o -2-M —-M| -4
x| 2 0 -1 1 0 1 —1 1
Xo | 1 1 -1 0 O 1 0 2
exs|-1 0 (1) o 1 1 0 | 1
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Método do Big-M

Exemplo — Continuagdo

lteragéo 5 - Otimo encontrado!

X{ Xo X3 X4 X5 Xg x7 LD

zbig—M -1 0 0 0 -2 -M —-M| -6
X4 | 1 o 0 1 1 0 —1 2
x| 0 1 0 0 1 0 0 3
x3|—-1 0 1 0 1 —1 0 1
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Método do Big-M
Analise do Método do Big-M 1

m Observando a fungao objetivo do problema Big-M
Zpig—M = CTX+ M1 TXa

percebe-se que a mesma nada mais é do que a soma da fungao objetivo original
z = ¢’ x (utilizada pela fase 2 do método das duas fases) com a fungéo objetivo da
fase 1 multiplicada por M, isto &, Mxy = M1 xa.

m Portanto, uma analise similar ao método das duas fases pode ser realizada.
Enquanto os coeficientes de M na lista do custo ndo sédo todos néo positivos (< 0),
a fase 1 ainda ndo terminou e prossegue-se com o procedimento de colocar uma
nova variavel na base e assim por diante. No momento que todos os coeficientes
de M na linha do custo sdo nao positivos, a fase 1 é terminada e inspeciona-se o0s
valores das variaveis artificiais. Duas situagdes podem acontecer:

m Caso A —todas as variaveis artificiais sao nulas: Tem-se uma solugao béasica
factivel para o problema original (certamente factivel). As variaveis artificiais podem
ser eliminadas (os procedimentos discutidos no método das duas fases também
podem ser aplicados) e aplica-se 0 método Simplex no problema original até a
otimalidade ou detecgao de solugdo ilimitada.
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Método do Big-M

Analise do Método do Big-M II

m Caso B — alguma variavel artificial nao é nula: Conclui-se que o problema
original é infactivel e encerra-se o procedimento.

Exemplo

Resolva o PL dado a seguir utilizando o método do Big-M

min Z=—-x1 —3Xo+ X3
s.a Xi+Xo+2x3 <4
—Xq + x3 >4

X3 >3
x;>0,i=1,...,3

Para colocar as restricdes na forma padrao e ter uma base inicial factivel,
introduz-se uma variavel de folga (x4), duas de excesso (x5 e Xg) € duas artificiais
(x7 e xg), levando ao tableau (nao candnico) dado a seguir.
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Método do Big-M
Exemplo

Xy Xo X3 X4 X5 Xg X7 xg LD
Z, Big—M 1 3 -1 0 0 0 -M M
X4 | 1 1 2 1 0 0 0 0 4
/-1 0 1 0 -1 0 1 0 4
|0 0 1 0 0 -1 O 1 3
1
Xq Xo X3 X4 X5 Xs X7 Xg LD
ZBig—-M i-M 3 —1+2M 0 -M -M O 0 |7M
x| 1 1 (2 1 0 0 0 0] 4
x7 | -1 0 1 0o -1 0 1 0| 4
Xg 0 0 1 0 0 -1 0 1 3
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Método do Big-M

Exemplo — Continuagdo

Iteracao 2 - Todos os coeficientes de M s@o nao positivos.

X1 Xo X3 X4 X5 Xg X7 Xg LD
Zgig-m | 3/2-2M 7/2-M 0 1/2-M -M -M 0 0 [2+3M
X3 1/2 1/2 1 1/2 0 0 0 O 2
X7 -3/2 -1/2 0 -1/2 —1 0 1 0 2
Xg -1/2 -1/2 0 -1/2 0 -1 0 1 1

Neste momento temos um tableau 6timo, pois todos os custos reduzidos sdo
negativos ou nulos. Inspeciona-se as varigveis artificiais e percebe-se que duas
estdo na base com valores nao nulos. Conclui-se que o problema original é
infactivel.
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Método do Big-M

Exemplo

Resolva o PL dado a seguir utilizando o método do Big-M.

min  Z=—X{ —Xo

S. a X1 — Xo >1
—X1+ X0 >1
X,‘ZO,I':L...,Z

Introduzindo varidveis de excesso e artificiais, tem-se o tableau

Xq Xo X3 X4 X5 Xe LD

zBig—M 1 1 0 0 -M —-M
x| 1 -1 —1 0 1 0

Xx|-1 1 0 -1 0 1 |1

Aplicando pivotamentos para deixar o quadro na forma candnica e prosseguindo-se
com o método Simplex, tem-se a o tableau dado a seguir.
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Método do Big-M

Exemplo — Continuagdo

Iteragao 1 - Problema Infactivel!

X{  Xo X3 X4 X5 Xg LD

zBig—M 1 1 -M M 0 0 2M
xx|(1) 1 -1 0 1 0|1
X | -1 1 0 -1 0 1 1

Embora o tableau nao seja 6timo (existem candidatos para entrar na base), todos
os coeficientes de M na linha zg;;_ s s&o negativos (indicando o final da Fase 1) e
as varigveis artificiais permanecem na base. Nesse momento declara-se a
infactibilidade do problema original.
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Método do Big-M

Quao grande M deve ser?

m Considere que o problema original é factivel. Claramente, M deve ser grande o
suficiente de tal forma que uma solugédo basica factivel para o problema Big-M (1)
com x5 = 0 seja estritamente melhor (menor) do que a melhor solugao basica
factivel em que pelo menos uma variavel artificial € ndo nula. Sempre existe um
valor finito para M que garante essa situagdo. Em geral M pode ser ajustado
apenas observando os coeficientes da fungao objetivo (em médulo) e escolhendo
algumas ordens de magnitude acima. Caso a soma das variaveis artificiais, para
uma solugao basica factivel, seja um nimero muito pequeno, um ajuste mais
criterioso de M pode ser necessario. Ver [BJS10, Pagina 173] para um exemplo
concreto.

m Valores muito grandes para M também podem ser um problema em fungao de
erros de arredondamento e truncamento. O método das duas fases nao sofre
desse problema e é mais robusto numericamente.
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Ciclagem

Ciclagem

m Como visto anteriormente, na auséncia de degeneracao, o método Simplex
termina com uma solugao 6tima ou afirmando que o problema tem solugéao
ilimitada. Contudo, diante de degeneragao, o método Simplex pode alternar entre
diferentes bases e continuar no mesmo ponto extremo. Por exemplo, o0 método
pode alternar entre as bases B4, Bo, ..., B, sendo B; = B1. Se a mesma
sequéncia de pivds é usada novamente, entra-se em um ciclo infinito nesse
conjunto de bases. E possivel que esse ciclo acontega no ponto extremo 6timo, e
sua otimalidade ndo sera reconhecida. Na sequéncia é apresentada uma regra
para evitar esse fendmeno conhecido como ciclagem.

Exemplo
Resolva o PL

min  z=—(3/4)x4 +20x5 — (1/2)x5 + 6x7

s.a Xy +(1/4)x4 — 8x5— Xg+9x7 =0
Xo +(1/2)x4—12x5—(1/2)xs+3x7 =0
X3 + Xg =1

xi>0,i=1,...,7
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Ciclagem
Exemplo

m O método Simplex é aplicado, considerando a variavel ndo basica com maior
custo reduzido Zj — ¢j cOMo candidata a entrar na base, e o teste de taxa minima
para remover uma variavel da base, com escolha arbitraria diante de empates.

lteracao 1
z
— X1
X2
X3
lteracao 2

X4

R. C. L. F. Oliveira

— Xo
X3

1
X{ Xo X3 Xg X5 Xg x7 LD
0O 0 0 34 -20 1/2 -6] 0
1 0 O @ -8 -1 9 0
o 1 o0 12 -12 -1/2 3 0
0O 0 1 0 0 1 0 1
{
Xq Xo X3 X4 X5 X6 X7 LD
-3 0 0 O 4 7/2 -33| 0
4 0 0 1 -3 -4 36 |0
2 1 0 0 (4 382 -15| 0
0O 0 1 0 0 1 0 1

IA881 - Otimizagao Linear




Ciclagem

Exemplo — Continuagdo

Iteracao 3
i}
Xq Xo X3 X4 X5 Xg X7 LD
z | -1 -1 0 0 0 2 -18 0
x| -12 8 0 1 0 (8 -8 |0
x5 | —-1/2 1/4 0 0 1 3/8 —-15/4| 0
X3 0 0 1 0 O 1 0 1
Iteracao 4
X1 Xo X3 X4 X5 Xp X7 LD
z 2 -3 0 -—-1/4 0 O 3 0
Xg | —3/2 1 0 1/8 0 1 -21/2] 0
+—x5| 1/16 —-1/8 0 -3/64 1 0 0
X3 | 3/2 —1 i -1/8 0 0 21/2 1

R. C. L. F. Oliveira IA881 - Otimizagao Linear



Ciclagem

Exemplo — Continuagdo

Iteragao 5
J
X1 Xo X3 X4 Xs X X7 LD
z| 1 —1 0 1/2 -16 0 0] O
«x|(2@ 6 0 -52 5 1 0]0
x7|1/3 -2/83 0 -—-1/4 16/3 0 1| O
X3 | —2 6 i1 5/2 -5 0 0] 1
Iteracao 6
1
X1 Xo X3 X4 Xg Xg x7 LD
z| 0 2 0 7/4 —44 —1/2 0 0
x| 1 -3 0 -5/4 28 1/2 0] O
«—x7| 0 @ o 16 -4 -1/6 1] 0
x3| 0 0 1 0 0 1 0| 1
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Ciclagem

Exemplo — Continuagdo

lteracao 7
1
Xy Xo Xz Xy X5 Xg x7 LD
z[0O O O 3/4 -20 1/2 -6] 0
~x¢ |1 0 O @ -8 -1 9 0
|0 1 0 12 —-12 -1/2 3 0
x3|10 0 1 0 0 1 0 1

m Note que o tableau da primeira iteracdo e o ultimo apresentado sao iguais, e que
todos os pontos extremos encontrados sao iguais (x =[0,0,1,0,0,0,0] T) mas
associados a bases diferentes. Claramente, o0 método Simplex entrou em ciclo e
nao vai terminar (pelo menos encontrando a solugao 6tima).
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Ciclagem
Evitando A Ciclagem — Regra lexicogréfica

m Considere um PL na forma candnica, com a hipétese adicional de que matriz
identidade em A ocupa as primeiras m colunas. A regra apresentada a seguir
especifica de maneira Unica a variavel a deixar a base se o teste da taxa minima
indicar varias candidatas, garantindo a nao existéncia de ciclagem:

Regra lexicografica: Dada uma solugdo basica factivel associada a uma base B.
Suponha que uma variavel ndo basica x, € candidata a entrar na base. O indice r
da variavel xg _a deixar a base é determinado da seguinte forma: Seja

= i (e 0)}
h=<r:—= min [ — 1y, >0
0 { Yk 1<ism \ Yik Yk

Se Iy tem apenas um elemento (singleton), isto é Iy = {r}, ent&o xp_deixa a base.
Caso contrario, construa /4 na forma:

I—{ Y (YH)}
{=<r:=— =min( —
Yk i€ \Vik

Se /1 tem apenas um elemento, isto é /; = {r}, entdo xp_deixa a base. Caso
contrério, construa l, e prossiga.
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Ciclagem
Evitando A Ciclagem — Regra lexicogréfica

O conjunto /; € construido a partir de /;_4 seguindo:
I-:{r: ﬁ:.min <ﬁ)}
Yrk i€l \Yik

= Em algum momento, para algum j < m, J; s6 vai ter um elemento r, e xg, deixara a
base.

m llustragdo: Considere o tableau dado a seguir

1

X{ Xo X3 X4 X5 Xp X7 LD
z{0O 0 O O 2 -4 -6 2
xx[1 0 0 0 2 -1 90
|0 1 0 0 3 -1 3|0
x3/0 0 1 0 2 1 010
|0 0 0 1 4 1 0 2

Conjuntos: o = {x1, %2, X3}, It = {x2, X3}, b = {x3}.
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Ciclagem
Exemplo

m A regra apresentada previne a ciclagem do método Simplex, pois garante que
uma mesma base nunca é visitada mais de uma vez. Como existe um nimero finito
de bases, prova-se a convergéncia do método Simplex mesmo diante de
degeneracao. Mais detalhes, incluindo a razao do termo “lexicografico”, podem ser
encontrados na [BJS10, Secao 4.6].

m Considere o exemplo anterior, em que o primeiro tableau é dado por lteracao 1

1
Xy Xo Xz Xy X5 Xg x7 LD
z[0O O O 3/4 -20 1/2 -6] 0
x|1 0 0 1/4 -8 -1 9 0
0 0

1 1

—~x | 0 1 @ -12 -1/2 3

x3/0 0 0o o0 1 o0

Nesse caso, Iy = {xq,x2} e Iy = {x2}. Note que no exemplo anterior x; foi a variavel
excluida da base nessa iteracao. Com mais duas iteragdes (na quais nao ha
empate no teste da taxa minima), o método Simplex converge para o étimo.
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Ciclagem
Exemplo

Iteracao 2
b
Xq Xo X3 X4 Xs Xg X7 LD
z[0 —3/2 0 0 -2 5/4 —21/2]0
xx[1 —1/2 0 0 -2 —3/4 15/2 | 0
X4 | O 2 o 1 -24 -1 6 0
ex3|{0 0o 1.0 o (1) o |1
lteragéo 3 - Otimo encontrado!
Xq Xo X3 X4 X5 X X7 LD
z[0 —3/2 —5/4 0 -2 0 -21/2]-5/4
xq |1 —1/2 3/4 0 -2 0 15/2 | 3/4
Xs | O 2 1 1 -24 0 6 1
X5 | O 0 1 0 0 1 0 1
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