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Introdugao do Problema Dual
O Problema da Dieta

m Considere a formulagao do problema da dieta visto na aula Introdugao a
Programagéo Linear

min  Z=25xq +35x> +50x3 +33x4 + 35x5

s.a 3x1+4xo+5x3+3x4+6x5 >42
2Xx1+3Xo+4x3+3x4+3x5 > 24
xp>0,i=1,...,5

ou
min  ¢’x c'=[25 35 50 33 35]
s.a Ax>b , A_34536b_42
x>0 T2 3 4 3 3"7 |24

emque x;, i =1,...,5 sdo alimentos que contém uma certa quantidade de
proteinas e sais minerais. A dieta requer uma quantidade minima de 42 e 24
unidades de proteinas e sais minerais, respectivamente. Os custos de cada
unidade de alimento aparecem na fungao objetivo, e a quantidade de proteinas e
sais minerais contida em cada alimento aparece nas restrigées. Por exemplo, uma
unidade do alimento x; contém 3 unidades de proteinas e 2 unidades de sais
minerais.

R. C. L. F. Oliveira IA881 - Otimizagao Linear



Introdugao do Problema Dual
Nova Perspectiva do Problema da Dieta

m Uma industria farmacéutica deseja propor uma alternativa para a realizagao da
dieta, fornecendo pilulas que contém as quantidades desejadas de proteinas e sais
minerais. Assim o consumidor interessado na dieta poderia abrir mao de comprar
os alimentos e realizar a dieta exclusivamente a base de pilulas. O problema que a
industria farmacéutica enfrenta é encontrar valores adequados wy e w, para as
pilulas (unidades) de proteina e sais minerais, de modo a maximizar a receita ao
mesmo tempo que é competitiva com a dieta alternativa com base em alimentos.

Por exemplo, considere o alimento x; e seus nutrientes. Para ser competitiva, a
industria deve considerar que o custo da quantidade de proteinas e sais suprida
por x4 nao pode superar o valor de mercado de uma unidade do alimento x, isto é,
3wy + 2w, < 25. Caso contrario seria mais vantajoso (do ponto de vista econémico)
fazer a dieta por meio do alimento.
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Introdugao do Problema Dual
Formulacgdo Dual

Criando restri¢cdes similares para todos os alimentos, e considerando que o
consumidor ira comprar exatamente a quantidade de proteinas e sais que atende a
necessidade (42 e 24), o problema da industria pode ser formulado
matematicamente como

max Z=42w; + 24w,

s.a 3wj+2w, <25
4wy +3wp <35
5wy +4ws <50
3wy +3w, <33
6w; +3w, <35
w;>0,i=1,...,2

ou
max W’b max W'b
s.a wlA<eT ou s.a ATw<c
w>0 w>0

Note que A, b e ¢ sdo 0os mesmos definidos no problema original.
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Introdugao do Problema Dual
Dualidade Via Multiplicadores de Lagrange I

m A teoria de dualidade pode ser considerada como uma consequéncia natural do
método dos multiplicadores de Lagrange, frequentemente utilizado em célculo
diferencial na minimizagao de fungées sujeitas a restrigdes de igualdade. Por
exemplo, considere o problema

min Xz—i—y2
s.a x+y=1

Uma maneira de resolver é por meio da introdugdo de um multiplicador de
Lagrange w, criando a chamada funcdo Lagrangeana

L(x,y,p) =x2+y?+w(1 —x—y)

Minimizando a fung@o Lagrangeanaem fungdode x e y (dL/dx =0, dL/dy =0),
tem-se a seguinte solugao 6tima x = y = w/2 (depende de w). Da restricéo
x4y =1, tem-se que w =1, e a solugao 6tima do problema original é x=y =1/2.

m Traduzindo, a técnica dos multiplicadores de Lagrange consiste em permitir que a
restricdo x + y = 1 seja violada e associar a ela um multiplicador de Lagrange w,
que vai ponderar a quantidade violada, isto € 1 — x — y. Essa estratégia leva ao
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Introdugao do Problema Dual
Dualidade Via Multiplicadores de Lagrange I1

problema de minimizagao irrestrito de L(x,y,w). Quando w é escolhido de maneira
apropriada (w = 1, no exemplo), a solugdo 6tima do problema restrito também é a
solugao 6tima do problema irrestrito. Em particular, para o valor especifico de w
determinado, a presencga ou auséncia da restricdo (x + y = 1) nao afeta o custo
o6timo.

Claramente, a técnica pode ser aplicada a programagcao linear: associa-se um
conjunto de variaveis w; a cada restricao e procuram-se valores de w; tais que a
presenga ou auséncia das restricdes ndo afeta o custo 6timo. O fato interessante é
que a busca pelos valores apropriados de w; também pode ser feita por um
problema de programagcao linear (!), chamado de problema dual.
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Derivando o Problema Dual
Lagrangeana do Problema Primal

m Considere o PL na forma padrao

min  ¢’x
s.a Ax=b (1)
x>0

considerado daqui em diante como problema primal, e seja x* uma solugao étima
(assumi-se que ela existe). Constréi-se o problema relaxado em que a restricao
Ax = b é colocada como uma penalizagado na fungdo objetivo, isto &,

min  ¢’x+w’(b—Ax)
s.a x>0

()

sendo w um vetor de multiplicadores com a mesma dimensao de b. Considerando
g(w) como o valor 6timo do problema relaxado em fungéo de w, tem-se

g(w) = min [ch+wT(b—Ax) <ec'x*+wl(b—Ax*)=cx*
x>

Traduzindo, o valor g(w) é sempre menor ou igual ao custo 6timo primal ¢ x*.
Assim, qualquer w leva a um limitante inferior g(w) para o custo 6timo ¢"x* e o
problema irrestrito maxg(w) pode ser interpretado como a busca pelo melhor
limitante inferior (mais préximo de ¢7x*), conhecido como problema dual.
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Derivando o Problema Dual
Forma do Problema Dual

O principal resultado na teoria de dualidade assegura que o custo 6timo do
problema dual é igual ao custo étimo do problema primal. Ou seja, quando os
multiplicadores sao escolhidos de maneira 6tima no problema dual, violar a
restricdo Ax = b nao traz nenhuma vantagem (valor objetivo melhor).

m Utilizando a definicdo de g(w) , tem-se

g(w) =min [ch+wT(b - Ax)}

=w'b+min(c” —w'A)x
x>0

Note que

min(c” —wTA)x =
x>0

0, sec’—-w'A>0
—oo,  CasO contrario

Portanto, ao tentar maximizar o valor de g(w) apenas é necessario considerar os
valores de w tais que g(w) # —e. Assim, conclui-se que o problema dual € um PL

na forma
max Ww’b
s.a wlA<cT
w irrestrito
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Derivando o Problema Dual
Problema Primal na Forma Canonica

m Se o0 problema primal estiver na forma canénica, ou seja, com a restricdo Ax > b,
é possivel introduzir variaveis de excesso Ax —xs = b, xs > 0, e a restricdo de
igualdade pode ser reescrita na forma

que leva as restricoes duais
wiA —]<[cT o]=w/A<e’, w>0

m A partir dos resultados apresentados, é possivel estabelecer duas formas
(definicdes) importantes de dualidade (sdo equivalentes).
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Formas Canoénicas e Generalizagdes
Forma Canoénica de Dualidade

m Forma Canonica de Dualidade: Suponha que o problema primal é dado na
forma (canénica):
P: min ¢'x
s.a Ax>b (3)
x>0

entdo o problema dual é definido na forma
D: max w'b

s.a wiA<cT (4)
w>0

Note que existe exatamente uma variavel dual para cada restrigdo do problema
primal e exatamente uma restricdo dual para cada variavel primal.

m Exemplo:
P:min z=6x1+8x D:max z=4wj+7ws
s.a 3xi+ xo >4 s.a 3wy;+5w <6
5x1+2x0 >7 wi+2ws <8
x;>0,i=1,...,2 w;>0,i=1,...,2
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Formas Canoénicas e Generalizagdes
Forma Padrao de Dualidade

m Forma Padrao de Dualidade: Outra definicao equivalente de dualidade é dada
para um problema primal dado na seguinte forma (padrédo):

P: min c'x
s.a Ax=b (5)
x>0

entdo o problema dual é definido na forma

D: max w'b

s.a wlA<cT (6)
w irrestrito
m Exemplo:
D:max z=4wj+7ws
P:min z=6x7;+8x s.a 3wj+ 5wp <6
s.a 3xi+ Xo—X3 =4 wi+ 2w <8
5x1+2x0 —X4 =7 — Wy <0
X,‘ZO,/:1,...,4 —Ws <0
W irrestrito
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Formas Canoénicas e Generalizagdes

Dual do Dual

m Considere o problema dual em sua forma canénica

max w’b
s.a wlA<ecT
w>0

Aplicando as transformagoes vistas nas primeiras aulas, é possivel reescrever esse
problema na forma

min  —bTx
s.a (-AT)x>-c
x>0

O problema dual desse Ultimo problema é dado por
-

max w'(—c) min ¢c'w
s.a wi(-A)T <(-b") = s.a Aw>b
w>0 x>0

que apresenta a estrutura do problema primal.

Teorema 1

O dual do dual é o primal.
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Formas Canoénicas e Generalizagdes
Formas Mistas de Dualidade e Generalizacoes I

m Utilizando as técnicas vistas na primeira aula, é possivel converter qualquer
problema de programacao linear na forma padrao ou canonica. Por exemplo,
considere o problema

min  Z = CyX{ + CoXo + C3X3

S.a Aq1Xy+Aaxo+A13Xz > by
Ao1 X1 + AgaXp + ApgXz < bo
Az1 X1 + AgaXo + AggXxz = b3
x1 >0, xo <0, x3 irrestrito
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Formas Canoénicas e Generalizagdes
Formas Mistas de Dualidade e Generalizagdes II

Para converter na forma canoénica, multiplica-se a segunda desigualdade por -1,
divide-se a terceira restricdo em duas desigualdades e as seguintes mudancgas de
variaveis so realizadas x, = — x5, X3 = x5 — x4, levando a

min  Z = CyXq — CaXp + C3X3 — C3X3
S.a A11x4 —A12Xé+A13Xé—A13Xé/ > by

/ / /N

—Ao1 X1 + AgaXp — AgzXg + ApzXg = —bp
/ / 7

Az1Xy — AgpXp + AggXz — AgaXg = b3
/ / /"

—Azq X1 + AgaXp — AgzXg + AszXz > —bs

X1 >0, x>0, x3>0,x5>0
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Formas Canoénicas e Generalizagdes
Formas Mistas de Dualidade e Generalizagdes 111

Utilizando as seguintes variaveis duais wy, W_;_, Wé e Wé/, tem-se a seguinte
representacao dual

max  wyby — wybo 4+ wibs — wybs
s.a  WiAq — WoAx +WiAz — WiAz < ¢
—WyAqp + WhAop — WAzp + Wi Az < —Cp
wy Atz — Wy Aag + waAsg — waAgs C3
—wiAiz+ WéA23 - WéA33 + Wé/A33 <-cC3
wi >0, wp >0, wi >0, wj >0

IN

Finalmente, utilizando as mudangcas de variaveis wp = —w; e w3 = w; — wj, tem-se

max  Wyby + Wobo + wzbg

s.a WAy +wohzr +w3Azy < ¢
wiAsz + Wohge + W3Azp > Co
W1 A3+ WoAzz + WaAsz = C3
wy >0, wo <0, wa irrestrito
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Formas Canoénicas e Generalizagdes
Formas Mistas de Dualidade e Generalizagoes IV

Observando esse Ultimo problema e o primal original, percebe-se que cada
transformagéo aplicada no problema primal leva a uma modificagao no problema
dual. Esse procedimento pode ser sistematizado conforme mostra a Tabela 1.

Tabela 1: Relagbes entre primal e dual .

problema min problema max
(2] [2]
© >0 — < &
e - - o
5 <0 — > g
irrestrito — =

@ > — >0 o
Q [
=4 < o <0 3
3 . g
= = — irrestrito
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Formas Canoénicas e Generalizagdes
Formas Mistas de Dualidade e Generalizagdes V

m Exemplo:

max Z=28Xxy+3x> —2X3
s.a X{—6xo+ X3 > 2
5x1 +7X0 —2x3 = —4
x1 <0, xo >0, x3 irrestrito

Aplicando os resultados da tabela, tem-se

min  zZ=2w; —4w»
s.a wi+5w < 8
—6wy +7wy 3
wy — 2W2 =-2
wy <0, ws irrestrito

V

R. C. L. F. Oliveira
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Propriedades da Teoria de Dualidade
Dualidade Fraca

m Como visto no inicio da aula, o custo g(w) associado a qualquer solu¢do dual
fornece um limitante inferior para o custo 6timo. O préximo resultado formaliza essa
propriedade.

Teorema 2

Se x é uma solugao factivel para o problema primal e w é uma solucao factivel para
o problema dual, entao
wib<c'x

Para provar o resultado, considere x e w como solugdes factiveis primais e duais,
respectivamente, e defina

uj = wi(a'’x — by)
T
vj = (¢;—w a))X;

em que a’ indica a linha i da matriz A.
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Propriedades da Teoria de Dualidade
Dualidade Fraca - Continuagao

Da Tabela 1, observa-se que o sinal de w; é o mesmo de a'x — b;. Similarmente, o
sinal de x; € 0 mesmo de ¢; —wTa,-. Assim, factibilidades primal e dual implicam
que u; >0, Vie v; >0, Vj. Note que

Y u= w/ Ax—w'b
i

Y u=c'x-wTAx
i

Somando as duas igualdades e observando a n&o negatividade de u; e v;, tem-se

0<Yu+Yv=c'x-w'b.
i J

Portanto,
wib<cx
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Propriedades da Teoria de Dualidade
Dualidade Fraca - Continuagao

m Como ilustragdo, considere o exemplo

P:min z=6x1+8x D:max z=4wj+7ws

s.a 3xi+ xo >4 s.a 3wy+5wn <6

5x1+2x0 >7 wi+2wp <8
xp>0,i=1,...,2 w;>0,i=1,...,2

As solugdes factiveis xo = [7/5,0]7 e wy =[2,0]”. Entdo c¢"xy =42/5=8.4¢

onb = 8. Assim, a solucéo 6tima para ambos os problemas tem valor objetivo entre
8 e 8.4. Essa propriedade pode ser utilizada para terminar um problema de
programacao linear por conta da proximidade do 6timo.
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Propriedades da Teoria de Dualidade
Outras Propriedades

m Outros resultados podem ser derivados a partir do teorema anterior.

Corolario 1

Se xg e Wy sao solugoes factiveis para os problemas primal e dual,
respectivamente, tal que ¢Txq = wg b, entdo xg e wgy sao solugbes otimas para
seus respectivos problemas.

Corolario 2

Se um dos problemas tem um valor objetivo ilimitado, entdo o outro problema nao
possui solugio factivel.
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Dualidade Forte e Teorema Fundamental da Dualidade

Dualidade Forte

m Um outro resultado, conhecido como dualidade forte, é apresentado a seguir

Corolario 3

Se um problema possui uma solugdo otima, entdo ambos os problemas possuem
solugdes dtimas e os dois valores 6timos sao iguais.

Para provar o resultado, considere um PL primal na forma padrdo (matriz A com
rank completo) e a existéncia de uma solugdo 6tima. Aplicando o método Simplex
nesse problema e evitando a ciclagem com as precaugdes necessarias, 0 método
vai terminar com uma solugdo 6tima x e uma base 6tima B. Seja xg = B~'b o vetor
de variaveis basicas. O método termina pois o vetor de custos reduzidos é nao
positivo, portanto

cB'A-c’ <0
sendo que cg € o vetor com os custos das variaveis basicas.
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Dualidade Forte e Teorema Fundamental da Dualidade

Dualidade Forte - Continuagdo

Definindo w como w’ = ¢[B~", tem-se w"A < ¢, que mostra que w é uma
solugao factivel para o problema dual

max W'b
s.a wlA<ecT

Além disso,

T

wb=cB 'b=clxg=c'x.

Pelo Corolario 3, w é uma solugao 6tima para o problema dual, com o mesmo valor
da solugao 6tima do primal.
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Dualidade Forte e Teorema Fundamental da Dualidade
Teorema Fundamental da Dualidade
m Finalmente, temos o resultado mais importante no contexto de dualidade em
programacao linear, chamado de Teorema Fundamental da Dualidade:

Teorema 3

Com relagao aos problemas de programagao linear primal e dual, apenas uma das
alternativas apresentadas a seguir é verdadeira:

= o T
@ Ambos possuem solugbes 6timas x* e w* come’x* =w* b.

© Se um problema tem um valor objetivo 6timo ilimitado, o outro deve ser
infactivel.

© Ambos os problemas sdo infactiveis.

m O teorema anterior mostra que a dualidade ndo é completamente simétrica. Na
melhor das hipéteses, podemos afirmar que

P o6timo = D otimo
P(D) ilimitado = D(P) infactivel
P(D) infactivel < D(P) ilimitado ou infactivel
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Folgas Complementares

Folgas Complementares I

m Uma importante relagao entre as solugdes 6timas primal e dual é fornecida pelas
condicdes das folgas complementares.

Teorema 4

Sejam x e w solugbes factiveis para os problemas primal e dual, respectivamente.
Os vetores x e w sdo solugbes Otimas para os respectivos problemas se, e
somente se:

wi(a'x—b;)=0, Vi,

(G—w'a)x=0, V]

Na prova do Teorema 2, foi definido u; = w;(a’x — b;) e vi=(c;— wTa,-)xj e, paraxe
w factiveis, u; > 0 e v; > 0. Também foi mostrado que

c'x-wb=Y u+Yy
i )
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Folgas Complementares
Folgas Complementares II

Pela dualidade forte, se x e w sdo 6timos, entdo ¢’ x =w’b, o que implica em
u;=v; =0, vi,j. Reciprocamente, se u; = v; =0, Vi,j, entdo c¢’x=w’b e pelo
Corolario 3, tem-se que x e w sdo 6timos.

m A primeira condigdo do Teorema 4 esta automaticamente satisfeita para qualquer
solugéo factivel de um PL primal na forma padréo. Se houverem restrigdes do tipo
a'x > b;, entdo a condigdo de folga complementar associada garante que a variavel
dual correspondente w; é nula, a ndo ser que a restricao esteja ativa.

m O teorema das folgas complementares também permite a determinagéo de uma
solugado dual 6tima a partir de uma solugao basica factivel 6tima nao degenerada
de um PL primal na forma padréo. Sejam x; as variaveis basicas dessa solugéo
primal. Entao, da condigao (¢; — wTa,-)x,- =0 tem-se que wTa,- = ¢jparatodo j. As
colunas basicas a; s&o LI (formam a base B) e o vetor w pode ser calculado
(unicamente) por meio de w” =¢JB~".
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Folgas Complementares

Exemplo

Exemplo
Considere o PL na forma padrao e seu dual

max Z=8w;+3w»p
s.a 5wy;+3w, <13
wi+ wp <10
3wy < 6

min  Z=13xy +10x> +6x3
s.a 5xi+x2+3x3 =8
3X1 + X2 =3

x;>0,i=1,...,3 . .
w irrestrito
Determine a solugdo 6tima dual a partir da solugdo 6tima primal nao degenerada

x*=[1,0,1]".

Como x* = [1,0,1]7 é uma solugéo primal 6tima nao degenerada, utilizam-se as
folgas complementares para encontrar a solugao étima para o dual. A condigao
w;(a’x* — b;) = 0 esta automaticamente satisfeita para todo i pois o PL primal esta
na forma padr&o. A condigéo (¢; — wTa,-)xj* = 0 est4 satisfeita para j = 2 pois

x3 = 0. Entretanto, como xj >0 e x3 > 0, € necessario que 5wy +3w, =13 e

3wy = 6, fornecendo wy =2 e wo = 1. Note que essa é uma solugao dual factivel
cujo custo vale 19, que é o mesmo custo de ¢’ x* (provando que x* é de fato 6timo).
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Folgas Complementares

Exemplo

Considere o par primal dual

max Z=4w;+3w,
S. a 4] —|—2W2 <2
WA —2W2 <3

min  Z=2x1 +3Xo +5x3 +2x4 +3X5
S.a X{+ Xo+2Xx3+X4+3x5 >4

2X; — 2% +3X3+ X4+ X5 >3 2wy 3w <5
X — 2X; X3+ X X
1 '2 3+ X4 5 = T 2
xp>0,i=1,...,5
3wy + we <3
w;>0,i=1,2

Determine a solugéo étima primal a partir de uma solugao grafica do problema dual.

A representagao grafica da regiao factivel do problema dual € mostrada na
Figura 1. O vetor gradiente é dado por b e o vértice 6timo é w* = [4/5,3/5]7, com
valor objetivo 6timo dado por z* = 5.

R. C. L. F. Oliveira
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Folgas Complementares

Wa,

Figura 1: Regido factivel do problema dual.
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Folgas Complementares
Exemplo

Note que a segunda, terceira e quarta restricdes duais no ponto w* fornecem

W1—2W2§3 -04<3
2wy 4+3wr <5= 34<5
wi+ws <2 1.4<2
indicando que as mesmas nao estao ativas. Portanto, pelo teorema das folgas

complementares, x5 = x5 = x; = 0. Além disso, como wj > 0 e w; > 0, tem-se que
X7 +3x5 =4 e 2x] + x = 3, 0 que fornece xj = xg = 1.
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Folgas Complementares
Revisitando o Problema da Dieta I

Considere o problema da dieta formulado do ponto de vista da industria
farmacéutica, isto é

max Z=42xq+24x>

s.a 3xi+2xp <25
4x1+3x2 <35
5x1+4xo <50
3x1+3x2 <33
6x1+3x2 <35
x;>0,i=1,...,2

sendo tratado agora como o problema primal. A Figura 2 ilustra a regido factivel do
problema, a diregéo do vetor gradiente ¢ = [42 24]7 e o ponto extremo 6timo x*.
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Folgas Complementares
Revisitando o Problema da Dieta II

Figura 2: Regiao factivel do problema da dieta (ponto de vista da industria
farmacéutica).
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Folgas Complementares
Revisitando o Problema da Dieta III

Mudando o sinal da fungao objetivo e introduzindo variaveis de folga, aplica-se o
método Simplex, que fornece (para as variaveis originais)
] T

x*=[2/3 31/3]", z*=276

Substituindo x* nas restrigoes, tem-se
22.66 <25, 33.66<35, 44.66<50, 33<33, 35<35

indicando que apenas duas restricdes estao ativas. Pelo teorema da folgas
complementares, tem-se necessariamente que wy = w5 = w3 = 0 no problema
dual (formulagéo do ponto de vista do consumidor). O fato de wj = w; = wz =0
pode ser interpretado pela indUstria farmacéutica que as trés primeiras restricdes
n&o tém nenhuma influéncia na determinagao dos valores 6timos para xj e x3
(valor das pilulas de proteinas e sais minerais). Portanto, o custo 6timo z* pode se
manter mesmo diante de pequenas violagbes nas trés primeiras restrigdes (por
exemplo, no valor dos alimentos). Em resumo, no cenario atual, apenas os valores
dos produtos quatro e cinco é que estao sendo determinantes na estipulagéo dos
precos das pilulas.
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Folgas Complementares
evisitando o Problema da Dieta IV

Como x7 >0 e x5 > 0, também do teorema das folgas complementares é
necessario que as restricdbes duais sejam atendidas na igualdade na solugdo 6tima
dual, isto &,

3wy +4ws + 5wy +3w; + 6w =42

2wy +3w; +4ws + 3w +3wg =24

0 que fornece, w; =2 e wg = 6.
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Folgas Complementares

m Apresenta-se uma visao geométrica dos pares de vetores x e w sem a
necessidade de recorrer ao esbogo grafico da regido factivel do dual. Considere o
problema primal na forma

min  ¢Tx N min ¢’x
s.a Ax>b s.a a'x>b;,i=1,....m

com x € R". Assume-se que os vetores (linha) a’ geram o R". O problema dual é
dado por

;
max w'b
max W'b m )
sa wiA=c¢’ = s.a Y wa=c’
wzo i=1
w>0

Dado um conjunto de n linhas a’ linearmente independentes, denotado por /, é
possivel construir uma solugdo (Unica) X a partir de a'’x = b;, i € /, que é uma
solug&o basica para o problema primal. Assume-se que X &€ uma solugéo nao
degenerada (isto é, a'x # bj, i ¢ /).
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Folgas Complementares

Uma Visdo Geométrica do Par (x, w) II

Seja w € R™ um vetor de variaveis duais (ndo necessariamente dual factivel). Para
que X e w sejam solugdes 6timas para seus respectivos problemas, é necessario

que
(a) a'x>b;, Vi, (factibilidade primal)
(b) w;=0,paratodoi¢/, (folga complementar)
(c) miwa' = c’, (factibilidade dual)
(d w>0. (factibilidade dual)

Em fungéo da condigao (b), a condigdo (c) pode ser reduzida a

Y wa'=cT,
iel

possuindo uma solugéo Unica (e basica) W pois os vetores a’ com i € | sdo
linearmente independentes (formam uma base para o problema dual). Para que o
vetor w seja dual factivel, ele precisa ser nao negativo. Com a condicéo (b)
satisfeita, a factibilidade do vetor w é equivalente ao vetor ¢ ser uma combinagao
nao negativa dos vetores a', i € /, associados as restricdes primais ativas, como
ilustra a Figura 3.
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Folgas Complementares

isdo Geométrica do Par (x, w) III

Figura 3: Regido factivel do problema primal e representacao geométrica
das restrigdes duais.
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Folgas Complementares

sdo Geométrica do Par (

A figura mostra um caso particular com n = 2 variaveis e m =5 restricdes e
nenhum vetor a’ é colinear. Para cada subconjunto / formado por dois elementos
de {1,2,3,4,5} existem solugoes basicas primal X e dual w. A seguir sdo
analisados os vértices A, B, C e D.

A I={1,2}, x é primal infactivel e w é dual infactivel pois ¢ nao pode ser
expresso como uma combinagdo nédo negativa dos vetores a' e a2.

B /={1,3}, x é primal factivel e w é dual infactivel.

C I={1,4}, x é primal factivel e w & dual factivel pois ¢ pode ser expresso
como uma combinagdo ndo negativa dos vetores a' e a*.

D /={1,3}, x é primal infactivel e W é dual factivel.

m Seja x* uma solucgédo basica primal degenerada. Nesse caso pode haver diversos
subconjuntos / tais que X = x*. Utilizando diferentes subconjuntos /, é possivel
obter diversas solugdes basicas duais w. Pode acontecer de algumas solugbes w
serem factiveis e outras ndo, como ilustra a Figura 4. Contudo, se w é factivel
(todos os w; sdo ndo negativos) e se x* é primal factivel, entao ambos sédo 6timos,
pois a condigdo das folgas complementares foi considerada.
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Folgas Complementares

isdo Geométrica do Par (x,w) V

Figura 4: Regiao factivel do problema primal e representagao geométrica
das restrigées duais.
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