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Introdugéo e Factibilidade Dual no Tableau
O Método Dual Simplex

m Nesta aula apresenta-se o método Dual Simplex, que resolve o problema dual
diretamente sobre o tableau do método Simplex aplicado ao problema primal. Em
resumo, a cada iteragao migra-se de uma solugao basica factivel do problema dual
para uma solugao factivel melhorada até a otimalidade do problema dual ser
alcangada (e do primal consequentemente), ou até concluir que o problema dual é
ilimitado. Nesse ultimo caso conclui-se que o primal é infactivel.
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Introdugéo e Fac ade Dual no Tableau

Interpretacao da Factibilidade Dual no Tableau 1

m Considere o PL

min  ¢7x
s.a Ax>b
x>0

e o tableau apresentado a seguir, sendo B uma base (hao necessariamente

factivel).
Variaveis de Excesso
Xq Xo Xn X1 Xn+-m LD
Z |Z1—C 2Z2—C -+ Zn—Cpn|Zpy1—Cny1 - Zn4+m — Cn+m cgb
Xg, | Yn Yiz. o Yin Y1041 o Yi.n+m by
Xg, | Vo1 Yoo o+ Yop Y2.n+1 o Y2.nem by
XB, | Ym Ym2 - Ymn Ym,n+1 Ymn+m bm
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Introdugéo e Factibilidade Dual no Tableau

Interpretacao da Factibilidade Dual no Tableau 11

O tableau representa uma solugao primal factivel se b;>0,i=1,...,m,isto &, se
b =B 'b > 0. Além disso, o tableau é 6timo se zj—¢ <0,j=1,...,n+m. Defina
= cBB '. Paraj=1,...,n, tem-se que

_ci—=c'B'la—c=w'a —c:
Zj—G=cgB aj—¢=wa;—g

Portanto, zi—¢; <0,j=1,....,n=w'a;—¢<0,j=1,....n=>wlA<c’. Além
disso, noteque a1 =—€;ecpy;=0,j=1,...,moquelevaa

-
Znti — Cnti =W @nyj—Cpyj
:WT(—E/)—O
= —Ww;, i=1,....m
Assim,se z,,j—Cp;<0,i=1,....mentdow; >0,i=1,....me,
consequentemente w > 0. Em resumo, mostrou-se que z;—¢; <0,i=1,...,n+m

implicaque w"A <cT ew >0, comw” =¢JB~". Em outros termos, a factibilidade
dual é precisamente o critério de otimalidade z; — ¢; < 0 para todo j. No 6timo,

w = cBB 1 e 0 valor do objetivo dual é dado por
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Introdugéo e Factibilidade Dual no Tableau

Interpretacao da Factibilidade Dual no Tableau 111

T = . 7 L .
w* b= (ch*1 )b = c‘.g(B*1 b)= cgb = z*, isto € os valores 6timos primal e dual
sao iguais.

Teorema 1

Na otimalidade do problema de minimizagdo primal na forma canédnica (isto é,
z;—¢; <0 para todo j), w = 058*1 € uma solugédo otima para o problema dual.
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Concepcédo do Método Dual Simplex
O Método Dual Simplex

m Considere o PL

min  ¢Tx
s.a Ax=b
x>0

Em certos casos é dificil encontrar uma solugao basica inicial factivel sem
acrescentar as variaveis artificiais. Contudo, pode ser facil encontrar uma base
inicial, ndo necessariamente factivel, mas que € dual factivel (isto é, z; — ¢; < 0 para
um problema de minimizac@o). Nesses casos seria interessante desenvolver uma
variante do método Simplex capaz de produzir uma sequéncia de tableaux que
mantém a factibilidade dual e folgas complementares até chegar na factibilidade
primal.
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Concepcédo do Método Dual Simplex
Tableau Dual Factivel

m Considere o tableau

Xq Xj Xk Xn LD

z Z1 — ¢4 e Zi—=C 0 Zx—Ck o+ Zn—0Cp CEB
XB, i SR 27BN Yik Yin by
XB, Y21 e Yoj e Yok e Yon by
XB, Yr e yr] ce @ ce Yrn br
XB,, Ym Ymj Ymk Ymn bm

que representa uma solucéo basica em alguma iteragao. Suponha que o tableau é
dual factivel. Se o tableau também é primal factivel (b; > 0), entdo tem-se uma
solucdo 6tima. Caso contrario considere algum b, < 0. Selecionando a linha r
como linha pivé e uma coluna k tal que y,x < 0 como a coluna pivd, é possivel
tornar o novo lado direito b}, > 0. Por meio de uma série de pivotamentos como
esse, espera-se tornar todos b; > 0 enquanto mantendo z;—¢; <0, e assim atingir
a otimalidade.
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Pivotamento do Dual Simplex
Como Realizar o Pivotamento

m A questao que se coloca nesse ponto €: como selecionar a coluna pivé de modo
a manter a factibilidade dual apés o pivotamento? A seguinte regra pode ser
adotada para selecionar a coluna de pivotamento k (teste da taxa minima)

Zi — Ck i {Zj—Cj_ }
———— =min 2y <0 1
Yrk vy " ()

Note que os novos valores da linha 0 apds o pivotamento sdo dados por
, Y
(zi-¢) =(z—¢)- y—(Zk — Ck)
rl

Se y;; > 0, entéo (2 —¢;)' < z; — ¢j, pois zx — ¢k < 0, yyx < 0. Uma vez que a
solugéo anterior era dual factivel, entéo z; — ¢; < 0 e portanto (z; — ¢;)’ < 0. Agora
analisa-se o caso y,; < 0. Da equagao (1), tem-se que

Zk—Ck %G

Yrk Yij

Multiplicando ambos os lados por y;; < 0, fornece z; — ¢; — (¥;j/ ¥ )(2x — ¢k) < 0,
isto é, (zj—¢;)' <0.
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Pivotamento do Dual Simplex
O Método Dual Simplex

Em resumo, se a coluna piv6 é escolhida de acordo com a equacgao (1), entdo a
factibilidade dual € mantida. Além disso, o objetivo dual ap6s o pivotamento € dado
por cBB "b— (24 — cx)br/yk. Como zx — ¢, <0, by <0 e yy <0, entdo

—(zx — cx)br/yy > 0 e portanto o objetivo dual melhora sobre o valor corrente
cLB 'b=w'b.

m Para completar a analise & necessario considerar o caso em que y,; > 0 para todo
j, e portanto nenhuma coluna é candidata a coluna pivé. Nesse caso a linha r
fornece ¥ yx; = br. Como ¥ij > 0 para todo j, e x; precisa ser ndo negativo, entéo
Y, ¥iiX; > 0 para qualquer solugao factivel. Contudo, br < 0. Essa contradicdo
mostra que o primal é infactivel, e portanto, o dual & ilimitado.
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Algoritmo e Convergéncia
Algoritmo

Algorithm 1 Algoritmo Dual Simplex

1: Encontre uma base primal B tal que z; —¢; = cEB*1aj —¢j < 0 paratodo j;
2: enquanto nao convergir faca

3: seb=B'b>0entio

4 a solugao atual é 6tima, abandone;

5 fim se

6:  Selecione a linha pivé r com b, < 0, por exemplo, by = min(b;);
7:  sey,;>0entéo
8:

9:

0

o problema dual é ilimitado e o primal é infactivel, abandone;
fim se

Selecione a coluna pivo k usando

Zk—Ck _ . [F=6G }
= min 1y <0
Yrk { vg "

—_

11:  Aplique o pivotamento sobre y;
12: fim enquanto
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Algoritmo e Convergéncia
Convergéncia

m O método Dual Simplex evolui entre bases duais factiveis. Com visto
anteriormente, a diferenca no valor objetivo dual entre duas iteragdes consecutivas
& —(2x — ¢k )br /Y. Como by <0, ¥y <0 e z,—c <0, entdo —(zx — ¢k )br /Y > 0.
Particularmente se z, — ¢, < 0 entao o objetivo dual aumenta estritamente, e
portanto nenhuma base pode ser repetida e o algoritmo converge em um nimero
finito de passos. Contudo, se z, — ¢, = 0, caso que pode acontecer diante de
degeneracao dual, é necessaria uma regra de prevengao de ciclagem para que o
algoritmo nao entre em loop infinito. Por exemplo, pode ser utilizada uma regra
lexicografica, como foi feito para o método Simplex.
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Algoritmo e Convergéncia

Exemplo [

Exemplo

m Resolva o PL dado a seguir pelo método Dual Simplex

min  Z=2X1 +3X> +4x3

sa X{+2x+ x3 >3
2x1— Xo+3x3 >4
xi>0,i=1,...,3

Uma solugao inicial dual factivel pode ser obtida utilizando as variaveis de excesso
X4 € Xs5. Isso € possivel devido ao fato do vetor de custos ser ndo negativo.
Aplicando o método Dual Simplex, tem-se a seguinte série de tableaux

{

X1 Xo X3 X4 X5 LD
z| -2 -3 -4 0 0] 0
s [-1 —2 -1 1 0] -3

ex (2 1 8 0 1]-4
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Algoritmo e Convergéncia
Exemplo II

X1 Xo X3 X4 X5 LD

z[0 4 -1 0 -1 4 S wi—o 1]
— X4 52) 1/2 1 —1/2| —1

Xq -1/2 3/2 0 -1/2| 2

X1 Xo X3 X4 X5 LD
z[0 0 -9/5 8/5 —1/5[28/5] w' =[8/5 1/5]
|0 1 -1/5 -2/5 1/5 | 2/5
xx |1 0 7/5 -1/5 —2/5|11/5

Comob>0e z;—¢; < 0 para todo j, tem-se um par 6timo de solugdes primal e

dual. Em particular
X5, x5, x5, %) =[11/5,2/5,0,0,0]7, [wi,w3]" =[8/5,1/5]"
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Encontrando uma Solucao Inicial Dual Factivel

Técnica da Restri¢ao ficial

m O método Dual Simplex requer uma solucao inicial dual factivel. No tableau
primal, esse requisito se traduz em z; — ¢; < 0 para todo j (em um problema de
minimizagao). Essas restrigdes podem ser garantidas por meio de uma técnica
conhecida como técnica da restricao artificial.

m Suponha que as primeiras m colunas da matriz A constituem uma base inicial e
considere a inclusdo da seguinte restricao adicional

n
Y xi<m, com M grande o suficiente.
j=m+1

O tableau inicial é mostrado a seguir, sendo que X, 1 é a variavel de folga
associada a nova restrigao.
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Encontrando uma Solucao Inicial Dual Factivel
Restri¢ao Artificial no Tableau

X{ Xo Xm Xm-1 “e Xn Xn4+-1 LD

z 0 0 0 | Zmi1—Cmy1 ~* Zn—Cn Zny1—Cpi CEB
Xpi1] 0 0 0 1 D 1 M
xx |1 0 0 Yi.mi1 “ Yin Y1041 b
X |0 1 0 Y2,m o Yon Y2,n+1 bo
Xm |0 0 - 1 Ym.m+1 r Ymn Ym.n+1 bm

m A nova restrigao limita as variaveis nao basicas, e como consequéncia as basicas
e o problema primal. Para obter uma solugao dual factivel no novo tableau,
escolhe-se

Zx —Ck = mlaX{Zj — Cl}

Com k determinado, realiza-se um pivotamento de modo a introduzir a coluna k na
base e retirar a coluna n+ 1. Esse pivotamento garante que, ao zerar z, — ¢, todos
0s outros custos reduzidos tornam-se nao positivos, e portanto uma solugao dual
factivel esta disponivel. O método Dual Simplex pode ser aplicado.
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Encontrando uma Solucao Inicial Dual Factivel
Restri¢ao Artificial no Tableau

m Ao aplicar o método Dual Simplex no problema modificado, uma das trés
situacdes listadas a seguir pode acontecer

@ O problema dual é ilimitado;
© Solugdes primal e dual 6timas séo obtidas com Xp.q>0.

© Solugdes primal e dual 6timas sdo obtidas com Xpq=0.

m No caso 1 o problema primal é infactivel. No caso 2 as solugdes obtidas sao
6timas para os problemas primal e dual originais. No caso 3 a restricao adicional
est4 ativa na otimalidade. Se z, 1 — ¢, 1 <0, entdo x,, 1 € ndo basica e a
restricao extra limita a solugdo primal. A medida que M aumenta, a fungdo objetivo
continua a diminuir indefinidamente, e portanto o problema primal é ilimitado.
Entretanto, se z,, 1 — ¢,..1 =0, entdo a solugao primal corrente é 6tima.
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Encontrando uma Solucao Inicial Dual Factivel
Exemplo [

Prepare o tableau dado a seguir de modo que o método Dual Simplex possa ser
aplicado
X1 Xo X3 X4 Xs LD
z| 0 A1 5 -1 0|0
x| 1 2 -1 1 0] 4
x| 0 3 4 -1 1 3

Adicionando a restricao artificial xo + x3 + x4 < M, em que xg é a variavel de folga,
tem-se o tableau

X{ Xo X3 X4 X5 Xg LD
z| 0 A 5 -1 0 0] 0
|0 1 (1) 1 0o 1|Mm
xx|1 2 -1 1 0 0| 4
|0 3 4 -1 1 0|3
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Encontrando uma Solucao Inicial Dual Factivel
Exemplo II

O maior custo reduzido do tableau é 5 e esta associado a x3. Pivotando sobre a
linha de xg e coluna de x3, tem-se o tableau mostrado a seguir, em que o método
Dual Simplex pode ser aplicado.

Xq Xo X3 X4 X5 Xg LD
z|0 -4 0 -6 0 -5| -5M
X5 | 0 1 1 1 0 1 M
x|1 3 0 2 0 1 M+4
|0 -1 0 -5 1 —-4|3-4M
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