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Condicdes de Otimalidade

Introducao

o

©

Otimizag3o Linear — caso particular da Otimizagdo N3o-Linear.
Otimizagdo N3o-Linear:

@ Condicdes de otimalidade.

o Métodos de otimizagdo.

Tipo de restricdes (igualdade, desigualdade ou irrestrito) — define classes
de problemas e métodos de otimizac¢3o.
Esta apresentacao:

@ lrrestritos.
@ lgualdades.
@ Desigualdades.

M34 noticia: em otimizagdo n3o-linear sé é possivel garantir otimalidade
local. Otimalidade global apenas sob condigdes especificas (convexidade).
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Otimizac3o Irrestrita

Principios de otimalidade

Considere o seguinte problema de otimizagao

minimizar  f(x)
xeR

Um ponto x* é um minimo local do problema se a seguinte condicdo é satisfeita

f(x*) < f(x), Vxtalque|x—x"|<e¢
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Otimizac3o Irrestrita

0

m Diz-se que x” é um ponto de estacionaridade.
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Otimizac3o Irrestrita

Principios de Otimalidade

mSeja f: R — R. Em torno de um dado ponto x°, pode-se aproximar a funcio
por meio de uma expansao de Taylor dada por:

F(x) = F(O) + £/ () (x = x°) +o() (1)

sendo que o(+) representa os termos de ordem maior do que um. Este termo vai a
zero rapidamente 3 medida que o ponto x se aproxima do ponto x°. Neste
contexto, a equagio (1) resulta em

F(x) = F(x%) = £ (x°) (x = x°)
m Portanto, se x° é um ponto de minimo, ent3o a derivada primeira neste ponto
deve ser nula (se ndo fosse, por exemplo, escolha x — x? = —f/(x?), implicando
que f(x) —f(x%) <0, o que contradiz o fato de x° ser minimo local).
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Otimizac3o Irrestrita

Principios de Otimalidade

m Se a derivada primeira € nula, ent3o pode-se aproximar a funcido por meio de:
F3) = F(O) 4 5 () x—x)2 + () @)
Quando o ponto x se aproxima do ponto x0, ent3o a equacio (2) resulta em
F(x) = F(x°) = £ (x%) (x =x°)? ®3)

Portanto, se x° é um ponto de minimo, ent3o a condicio necessiria de 6timo
requer que a derivada segunda neste ponto deve ser ndo-negativa. (se x0 é um
ponto de méximo, entdo a derivada segunda neste ponto deve ser ndo-positiva).
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Otimizac3o Irrestrita

Condigoes de Otimalidade

Teorema 1 (condigdes necessérias para 6timo local)

Se x* é um minimo local, ent3o as seguintes condicées devem ser satisfeitas:
9 f(x*)=0
o f'(x*)>0

Agora, se a derivada segunda é positiva, entdo de (3) tem-se que esta é condigdo
suficiente para minimo local.

Teorema 2 (condi¢des suficientes para étimo local)

Se x* satisfaz as condicées a seguir, ent3o estas condicdes sio suficientes para
assegurar um 6timo local:

o f'(x*)=0
o '(x*)>0
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Otimizac3o Irrestrita

Principios de Otimalidade

mSeja f: R" — R. Em torno de um dado ponto x°, pode-se aproximar a funcio
por meio de uma expansao de Taylor dada por:

F(x) = F(°) + VF(x®) T (x=x%) +o(") (4)

em que V£(x%) é o gradiente da func3o no ponto x°. Considerando que o(-) vai a
zero rapidamente 3 medida que x se aproxima de x°, tem-se que a equacio (4)
resulta em

F(x) = F(x%) = VF(xO) T (x —x%)

0 seja um minimo local deve-se ter o gradiente igual a zero.

m Portanto, para que x
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Otimizac3o Irrestrita

Principios de Otimalidade

m Se 0 ponto x* é um ponto estaciondrio, entdo a fun¢do f(x) pode ser
aproximada por:

1
Fx)=1(x")+ Q(X—X*)TF(X*)(X—XO)
sendo que F é a matriz Hessiana. Esta dltima equagio pode ser reescrita na forma
1
f(x)—f(x") = E(X—X*)TF(X*)(X—XO) (5)

Assim, para que o ponto x* seja um minimo local, a matriz F(x*) deve ser
semi-definida positiva.
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Otimizac3o Irrestrita

Condigoes de Otimalidade

Teorema 3 (condigdes necessérias para 6timo local)

Se x* é um minimo local, ent3o as seguintes condicées devem ser satisfeitas:
@ Vi(x*)=0
@ F(x*)>0

Agora, se a Hessiana é positiva, entdo de (5) tem-se que esta é condi¢do
suficiente para minimo local.

Teorema 4 (condi¢des suficientes para étimo local)

Se x* satisfaz as condicées a seguir, ent3o estas condicdes sio suficientes para
assegurar um 6timo local:

@ Vf(x*)=0
@ F(x*)>0
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Otimizac3o Irrestrita

Positividade de matrizes (simétricas)

m Uma matriz simétrica P é definida positiva se e somente se x” Px >0, V x # 0,
x € R".

m Uma matriz simétrica P é semi-definida positiva se e somente se x Px > 0,
Vx € R".

m Uma matriz simétrica P é (semi)definida negativa se —P é (semi)definida
positiva.

m Note que uma condigcdo necessdria para que uma matriz seja definida positiva é
que todos os elementos da diagonal sejam positivos.
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Otimizac3o Irrestrita

Positividade de matrizes (simétricas)

Teorema 5

Uma matriz simétrica P € R"™" & (semi)definida positiva se e somente se
qualquer uma das condicées for verificada.
@ Todos os autovalores s3o positivos (ndo negativos);

@ Todos os menores principais lideres de P s3o positivos (todos os menores
principais de P sdo ndo negativos);

@ Existe uma matriz N € R"*" n3o singular (uma matriz singular N € R"*"
ou uma matriz N € R™*" com m < n) tal que P=NTN.

m Observacdo: Para P = PT definida positiva, autovalores, traco, determinante e
menores principais sdo positivos

m Notagcdo: P >0 (>0) indica que P é (semi)definida positiva.
P>Q=P-Q>0.
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Otimizac3o Irrestrita

Menores Principais

mi1 m2 M3
mSejaamatriz M= | ma ma mx3
m31 m32 ms33

m Menores Principais (determinantes de todas as submatrizes de M cujas
diagonais coincidem ou fazem parte da diagonal de M):

my1 , m2 , mM33

detq ML mi2 D detq miL M3 D detq m22 - m23 D det(M)
mz1  m22 m31  ms3 m32  ms33

m Menores Principais Lideres (determinantes das submatrizes de M obtidas ao
eliminarem-se as dltimas k colunas e k linhas, k=2,1,0):

m det({ ML m2 }) , det(M)

mp1  mo2
m Observac3o: todos os menores principais lideres positivos —> menores
principais positivos. No entanto, todos os menores principais lideres nao negativos
ndo implica que todos os menores s3o ndo negativos. Por exemplo,
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Otimizac3o Irrestrita

Menores Principais — Exemplos

o

= my; =0, det{g 8}:0,det(M):0

mas = mo =0, m33 =2, detﬁ ;}:—l;det{g 2}20

m Exemplo 2:

5 -1
=] %
autovalores de M s3o A1 = 4.697 e Ay =8.303 (traco(M) =13) e

¢ definida positiva, pois mi; =5>0 ; det(M)=39 >0; os

2.2273  —-0.1981

—0.1981  2.8215 ; det(N)=6.2450 # 0

M=NN ; N:{
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Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Métodos de otimizagao

@ Na sec3o anterior foram apresentadas as condi¢cdes que uma solugdo étima
deve atender.

@ Nesta secao s3o apresentados alguns métodos para a obten¢do de uma
solu¢do que atenda as condicdes de otimalidade.

@ No caso de otimizagdo irrestrita ha muitos métodos, e aqui sdo apresentados
o método direto; o método de gradiente e o0 método de Newton.

@ Os métodos de gradiente e de Newton s3o processos iterativos, que partem
de um ponto inicial, e iterativamente sido calculadas novas solu¢des
melhores que as anteriores, até chegar a otimalidade.

R. C. L. F. Oliveira & T. Ohishi I1A881 - Otimizagdo Linear



Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Processo iterativo

m O processo iterativo pode ser representado por:

k+1

X :Xk-i-akdk

com x¥ dado.

@ Esta equacdo descreve a dindmica dos métodos, nos quais uma nova
solucdo, xkT1 & obtida a partir da Gltima solucio, xX. Esta transicio
depende de uma direcio de caminhada, d¥, e também do tamanho passo
dado nesta direcdo, oy.

@ Em geral, a principal diferenca entre os métodos é a forma de célculo da
direcdo de caminhada.

@ Neste contexto, dois conceitos s3o importantes: as dire¢cdes de melhorias e a
busca unidimensional. Esta ltima refere-se ao calculo do tamanho do
passo.

R. C. L. F. Oliveira & ishi I1A881 - Otimizagdo Linear



Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Métodos diretos

m Os métodos diretos resolvem diretamente as condi¢des de otimalidade. Isto €,
determinam as solu¢des que atendem estas condi¢des.

m Basicamente, estes métodos determinam os pontos de estacionaridade:
Vf(x)=0

e, para cada ponto de estacionaridade é analisado o sinal da matriz hessiana para
determinar a natureza de cada um destes pontos.
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Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Exemplo

m Exemplo: Fun¢do de Rosenbrock

f(x) = 100(x> —x12)2 +(1 —><1)2

com gradiente dado por

—400(x2 — x1)x1 —2(1 —x1)

Vie) = 200(x2 — x2)
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Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Exemplo: Funcao de Rosenbrock

Ponto de estacionaridade: Vf(x) =0=-x*(1,1). A Hessiana é dada por

Flx) = 1200x7 —400x2 +2  —400x;
- —400x; 200

No ponto estacionario temos

802  —400

*\ _ *)) —
F(x*) = {_400 200 } = my; =802>0, det(F(x*))=400>0

Portanto, como F(x*) >0, entdo é um ponto de minimo.
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Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Direcao de melhoria

m Seja o problema:
maximizar  f(x)
xeR

m Os métodos iterativos partem de uma solucdo inicial e definem uma direcio de
caminhada.

m Quando uma dada direcdo de caminhada proporciona uma nova solu¢do com
melhor valor na fun¢do objetivo, diz-se que esta é uma direcdo de melhoria.

m Em particular, em um problema de minimizacdo, uma direcdo de melhoria é
uma direcdo que minimiza a fun¢do objetivo. Em um problema de maximiza¢do
seria uma direcdo de maximiza¢do da fungio objetivo.
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Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Direcao de melhoria

m Supondo que um método calculou uma nova solugo por:
Xk = xk 1oy dk (6)
e ainda que o novo ponto apresenta um valor na fun¢do objetivo maior que o
ponto anterior. Ent3o, voltando a expansdo de Taylor de primeira ordem, tem-se:
FFH) = F(xF) = VF(xF) T (K = xF)

Assim, supondo a melhoria, tem-se

FFH) —F(xF) > 0= VA T (X1 —xK) >0 (7)
Por outro lado, de (6) tem-se que

k+1

XKL xk = oy d¥

que substituindo em (7) fornece
VIR T (k1 —xK) > 0= vi(x¥)Tdk >0

Desta ltima equagdo conclui-se que para uma direcdo ser de melhoria em um
problema de otimizac3o, esta deve ter um angulo menor que 90° com o vetor
gradiente. Além disso, a direcao de maximo crescimento é:

dk = v(xk)
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Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Busca Unidimensional

m Uma vez calculada uma dire¢do de melhoria, deve-se agora determinar o
tamanho do passo nesta direc3o.

m O processo de célculo desse passo é conhecido como busca unidimensional.

Fun¢do unidimensional

Seja uma fun¢do f : R" — R. Quando a partir de um dado ponto desloca-se
numa dada direcdo, entdo a fungdo f neste corte é fungdo somente do tamanho
do passo «a:

K=k payed®, KT = F(xK + ad®) = k(a)

O gréfico a seguir mostra a fun¢do unidimensional (monovaridvel), e a busca

unidimensional visa determinar o ponto de maximo desta func3o.
k(a)
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Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Método de Busca Através da Fungao Unidimensional

m Ha varios métodos de busca unidimensional. Aqui serdo apresentados dois
métodos: O método de busca através da fun¢do unidimensional e o método da
falsa posi¢3o.

Método de Busca Através da Funcao Unidimensional

m Este método calcula explicitamente a fungdo unidimensional e apds otimiza esta
funcdo. Exemplo, seja o problema:

maximizar  f(x) = —x? —2x3 +3x1 +x
xeR

O ponto de partida é o ponto x% = (0,0)7. A direcio de caminhada (dada pelo

gradiente) é dada por
1_ 0 —2X1 +3 _ 3
d*=Vf(x ){_2&_‘_1} = L
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Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Método de Busca Através da Fungao Unidimensional

A caminhada nesta direcio a partir do ponto x° é dada por:

xt=x+apdt = m +ao m = {3:} (8)

Substituindo (8) na fun¢do objetivo, tem-se
f(x) = —(3a)%> =202 +3(3a) + & = k() = —11a® + 10
Agora deve-se determinar o tamanho do passo para maximizar a k()

dk(a) 10
e _—220H-10—0:>oc_Z

Assim, o novo ponto é dado por

RN | P
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Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Método do gradiente

m O método do gradiente é o método iterativo mais simples de otimizacdo
nao-linear.

m Este método parte de uma solug3o inicial e realiza buscas unidimensionais
sempre na dire¢cdo do vetor gradiente até atingir um ponto de estacionaridade.

m O método do gradiente pode ser resumido nos seguintes passos:

Forneca: x° e € > 0;
1: k=0
2: enquanto ||Vf(x¥)|| > ¢ faca
3 dML=VF(xK)
4. Fazer uma busca em dk*1
5. XKL= xk gy g dk
6: k=k+1
7: fim enquanto
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Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Método de Newton

m O método de Newton é muito mais eficiente do que o método do gradiente, e
também menos dependente das condi¢bes da fungio objetivo.

m A desvantagem deste método é a necessidade do cdlculo da matriz hessiana e
do calculo de sua inversa.

k

m Suponha um ponto x* e uma aproximagio de segunda ordem do tipo:

F(x) = F(xX)+ V(R T (x = x*) + %(x —xM)TF(xF)(x — x¥)
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Métodos de Otimizagdo N3o-Linear Irrestrita

Método de Newton

m Supondo a aproximac3o quadrética, entdo o ponto de estacionaridade desta
aproximacao é dado por:
af(x)
ox

m Uma iteragcdo do método de Newton determina o ponto de estacionaridade da
funcdo quadratica aproximada.

= V() + F(xF)(x = xK) = 0 = xk 1 = xk — F(x¥) "IV F(xK)

m Ent3o, se a fungdo é quadritica, o método de Newton determina a solu¢do
6tima em uma Unica iteragao.
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Otimizag3o restrita

Restricoes de igualdade

m Considere o problema de otimizacio

minimizar  f(x) = (x —4)?
s.a x=6

Seja a fungdo Lagrangeana
L(x,A) = (x—4)> + A(x—6)
sendo A o multiplicador de Lagrange (varidvel dual).

m Condi¢bes de Otimalidade: dada pela estacionaridade da fung¢3o Lagrangeana.

I oo 84a—0=A =4
Ix

df(x) B B

97 =0=>x—6=0=x=6.
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Otimizag3o restrita

Restricoes de desigualdade

m Considere o problema de otimizagcdo com restricdo de desigualdade

minimizar  f(x) = (x —4)?
s.a. x<3

Resolvendo problema de modo similar ao caso com restri¢cdes de igualdade,
tem-se a seguinte solugdo:
x* =3, Ar=2

A restricdo de desigualdade dualizada foi satisfeita na igualdade.
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Otimizag3o restrita

Restricoes de desigualdade

m Considere agora o problema de otimizagdo

minimizar  f(x) = (x —4)?
s.a. x<6

Resolvendo o problema de modo similar ao caso com restri¢cdes de igualdade,
tem-se a seguinte solugdo:

x* =6, A =—4

Note que os valores acima n3o s3o a solucdo do problema. O indicativo que esta
nao é a solugdo do problema estd no sinal negativo do multiplicador de Lagrange
A. Ou seja, para problemas com restricdes de desigualdade, os multiplicadores de
Lagrange devem apresentar valores ndo negativos na solugdo 6tima. Caso
contrario, a restricdo com o multiplicador negativo deve ser retirado da fungdo
Lagrangeana. Assim, a fun¢do Lagrangeana fica:

L(x) = (x—4)?
Cuja condigdo de estacionaridade é:
IL) _ oo g—0=x" —4
dx

A solug3do étima coincide com a solugdo irrestrita.
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Otimizag3o restrita

Otimizacao com Restrigoes de Desigualdade

m Seja o problema de otimizagio

minimizar  f(x)
g(x)<0

m Condi¢des de Otimalidade: Condi¢des de Karush-Kuhn-Tucker (KKT)

Ve L(x*,2*) =0
Vi L(x*A%) =0
A*>0

1g(x*) =
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Otimizag3o restrita

ratégias de solucgao

m Uma estratégia para resolugcdo de problemas com restricdes de desigualdade:

(1) Resolve-se o problema de otimizagdo com um sub-conjunto das restri¢des de
desigualdade, estas tratadas como restri¢Ses de igualdade.

(2) Se todos os multiplicadores de Lagrange associados a restri¢gdes < forem
negativos e se todos os multiplicados de Lagrange associados a restri¢cGes >
forem positivos, ent3o a solu¢do obtida em (1) é a solugdo étima do
problema. Caso contrdrio, as restricdes de desigualdade com os respectivos
multiplicadores de Lagrange com sinais “errados” devem ser relaxados (n3o
serdo considerados restricdes de igualdade em (1)), e novamente repete-se o
processo.
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