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Matrizes e Vetores
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Matrizes e vetores

ail a2 aln X1
ari azo azn X2
Amxn = . . . X =
aml a@m2 °°  @mn Xn
@ Transposi¢do:
a1 a2 - aml X1
, a2 a2 - am2 X2 , , , , ;o
A= . . ix=1 . | (A+B)=A4+B"; (AB)=FB'A
dlp dn - d@mn Xn

X vl [x Z
zZ w| |y w
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Matrizes e Vetores
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Matrizes e vetores

@ Matriz conjugada A (A€ C™*")

1 14 0

A=| -3-3j j -1-5 | ;A=| —-3+3] —j —1+5j
0 4j  1+4j 0 4 1-j
@ Matriz conjugada transposta A*
A* — 1£ i _3;’—‘31 jl‘ . (A+B)=A"+B" ; (AB)"=B"A";
|y _1i5j l_fj ' ceC= (cA) =TA*

@ Simétrica: A=A’ (a; = aji)
e Se ACR™" entio A+ A ésimétrica

e Se AcR™ " entdo A'A é simétrica

@ Anti-simétrica: A= —A' (a;; = —aj;)

A— A’ é anti-simétrica

AA’ é simétrica

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira

1A363 - Tépicos em Controle 1V, aula0a



Matrizes e Vetores
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Matrizes e vetores

o Considere as matrizes: A (nxm), B (mxr), C (Ixn), D (rxp)

Seja a; a i-ésima coluna de A e b; a j-ésima linha de B:

by
by
AB:[al a - am} . =aijbit+aybo+---+ambm
bm
CA=C[a a - am|=[Ca Cap -+ Cam |

by b1D

by by D

BD = . D= .

bm bmD

a;jbj: matriz n por r (vetor nx 1 multiplicado por vetor 1 x r)
bja;: s6 estd definido para n=r (escalar)
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Matrizes e Vetores
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Matrizes e vetores

@ Hermitiana: A= A* (a; = 3j;) @ Anti-hermitiana: A* =—A
o Toda matriz quadrada A pode ser expressa de maneira tinica como

1

1
A=X+jY ; XZE(A—i—A*) ; Y—2,(A7A*) ; X,Y hermitianas
J

@ Ortogonal: Ac R™" AA=AA =1 @ Unitdria: Ac C™", A*A = AA* =

@ Traco: soma dos elementos da diagonal de uma matriz quadrada:

Anxn = Tr(A):ia,-,- ; Tr(AB)=Tr(BA) ; Tr(aA+B)=oaTr(A)+Tr(B)

i=1

o Tr(MX) é uma fungdo linear dos elementos da matriz X.
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Matrizes e Vetores
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@ Um conjunto de vetores {x1,x2,...,Xn}, x; € R", é linearmente dependente
(LD) se e somente se existem escalares @, 0p,...,0p, ndo todos nulos, tais que
a1x1+ 0oxo+ -+ Opxp = 0.

e Se a igualdade for verdadeira apenas para o = ap = --- = o, = 0, diz-se ent3o
que o conjunto {x1,x2,...,xn} é linearmente independente (LI).

s Se um conjunto de vetores {x1,x2,...,xp} é linearmente dependente, existe
pelo menos um @; diferente de zero e (por exemplo, se a; # 0)

x1 = —(0oxo + a3x3 - -+ 0pxp) /01 isto é, um dos vetores (mas n3o
necessariamente qualquer um) pode ser escrito como uma combinag&o linear dos
demais.

Equivalentemente, os vetores sido LI se

o x1+0pxp+ -+ opxp = Pix1 + Poxa + - - + Bnxn implicar que oy = Ba,

ar =P, ..., &p = PBn. Ou, ainda, se nenhum vetor x; puder ser expresso como
combinag3o linear dos demais.

o Um conjunto de vetores LI do R” é uma base se qualquer vetor x € R" puder
ser expresso de forma tinica como uma combinag3o linear destes vetores.
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Matrizes e Vetores
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@ Em um espacgo de dimens3o n, qualquer conjunto de n vetores LI forma uma
base

@ Quaisquer duas bases de um espa¢o n-dimensional possuem o mesmo nimero
de elementos.

Se {g1,42,-..,qn} forma uma base para o R”, entdo qualquer vetor x € R" pode
ser escrito de maneira Ginica como

X=01q1+02q2+ -+ 0nqn

Definindo a matriz quadrada Q (nxn) Q=[ g1 g - qn |
o
%2 A Iy .
tem-se x = Q . =QQoea= [ a1 Oy -+ Qp ] é a representac3o de
On

x na base {q1,q2,...,qn}

o A, A: matrizes similares » PAP1, P71AP : Transformagdes de similaridade
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@ Range da matriz A € R™*" & definido como o conjunto de todas as possiveis
combinagdes lineares das colunas de A
%(A)é{y:Ax : XER”} CR™

@ Rank da matriz A € R™*" & definido como a dimensdo do range de A (ou,
equivalentemente, como o nimero de colunas LI em A) e denotado p(A).

@ Espaco nulo da matriz A consiste no conjunto de vetores x € R" tais que
Ax =0. A dimens3o do espaco nulo é chamada de nulidade da matriz A e
denotada Vv(A).

W(A)é{xeR” : Ax:O}

Note que y = Ax pode ser escrito y = xya1 + xpa2 +---+ xpan € portanto x; € R,
i=1,...,n s3o as pondera¢bes das colunas de A = [ ay ax - ap ]
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@ Para AcR™"™:  v(A)=n—p(A)

esrank A = numero de colunas LI de A
= numero de linhas LI de A
< min (n,m)

o V' (A) e Z(A) séo espacos lineares; (4 (A) é um subespago do R" e Z(A) é
um subespago do R™)

@ Se v(A) =0, A (A) = {0} e as seguintes afirma¢des sdo equivalentes:
o x pode ser determinado de maneira tnica de y = Ax

o colunas de A sdo LI

o det(A'A) £0

@ Se V(A) = k, Ax =0 possui k solugBes LI
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Matrizes e Vetores
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@ Dada uma matriz A€ R™" e um vetor y € R™*! existe uma soluc3o
x € R™1 da equacio

y = Ax

se e somente se y € Z(A) ou, equivalentemente,
p(A)=p([ A vy ])

@ Dada uma matriz A, uma solu¢do x de y = Ax existe para todo y se e somente
se p(A) = m (rank completo de linhas).

@ Complemento ortogonal

Dado um conjunto S C R”, o complemento ortogonal de S é dado por

SL:{XGRH : x'yzOVyGS}

o Note que A4 (A) = Z(A)*
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Determinantes
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Determinantes

Notacdo: det(A) é o determinante da matriz quadrada A, fun¢do escalar que
pode ser calculada a partir de uma linha arbitraria k da matriz

det Z akj ij
j=1

ou ainda a partir de uma coluna / qualquer

det Z aj Cy
sendo Cpq os cofatores dados por

Cpq = (—1)PTIM,q

e Mpq os menores associados aos elementos apq da matriz Ax,. O menor My,
é o determinante da matriz de dimens3o (n—1) x (n—1) obtida a partir da
eliminagdo da linha p e da coluna g da matriz A.
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Determinantes
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Determinantes

Determinantes de Apxp, paran=1,2¢e 3:

A= [ all ] — det(A) = a1l

a a
A= 1 12 = det(A) = ajiazp —aizani
a1 ax

A=| ax axn ax = det(A) = a11axa33 + arpaxzasy +a13az1a
a3l a3 a3 —a13ap2a31 — 123214333 — a11d32323

@ Propriedades dos Determinantes
o Se duas linhas (colunas) s3o trocadas, troca-se o sinal

o Se um muiltiplo de uma linha (coluna) é subtraido de outra linha (coluna) da
matriz, o determinante n3o se altera

o Se uma matriz tem duas linhas (colunas) idénticas o determinante € igual a zero
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Determinantes
00800000

Determinantes

1 0
=-2; og=0—-2aq = det{0 72}——2

o
0]
o+
—
o =
|

I\)M
—

1 4 1 0
co=0c0+2cq = det{ 0 _o }:72; mas ¢ =2c;—c — det[ 0 2 ]:2

o det(A) =det(A) ; det(A*)=det(A) o det(AB) = det(A)det(B)

o det(0A) = a"det(A) (A€ RM<N) o det {6‘ g] — det {é g} — det(A)det(D)

o Determinante de uma matriz hermitiana é sempre real

det(A) = det(A*) = det(A') = det(A)
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Determinantes
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Determinantes

@ Operagdes elementares (de linhas, multiplicando a esquerda)

e troca da linha i com a linha j (multiplica o determinante por —1)

— linha /

1 — linha j

v 1

coluna i coluna j
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Determinantes
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Determinantes

o Exemplos:

o O
= O O
o = O

ail
a1
a31

ol

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira

ajp a3 a;1 arx a3
axp a3 | =| a1 a3z as3
a3y as3 a1 axn a3
Al A } _ { A1 Ax }
Ax Ax || A A
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Determinantes
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Determinantes

o multiplicagdo da linha i por & > 0 (multiplica o determinante por «)

1
1 :
1
L E 1 -
b
coluna i
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Determinantes
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Determinantes

e linha j = a vezes a linha i + linha j (preserva o determinante)

— linha j

v

coluna i/
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Inversas
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Inversa

Se A€ R™" (matriz quadrada), A é invertivel ou ndo-singular se det(A) # 0.

Condiges equivalentes:
e as colunas (linhas) de A formam uma base para o R”

e a equacio y = Ax tem uma soluc3o tinica x = A1y para todo y € R". Em
particular, a tnica solucdo de Ax=0¢é x=0

G AATI=ATIA=1 o #(A)={0} o Z(A)=R" odet(A'A)=det(AA) £0

11
~ det(A)

Adj (A), Adj (A): matriz adjunta da matriz A, Adj (A) =[Co (A)]

Co (A): matriz cofatora de A, composta pelos cofatores Cj; da matriz A
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Inversas
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Inversa

o Uma identidade matricial AB = C pode ser particionada de varias maneiras:
A A1B: | A1B; } [ Gl G }
B | By | = =
{AQ][ 1] 8 ] {A231\A232 G| G
AL | A B: B A1B1+AxBy B G
Az | A B> N A3B1+ AyB> N G
{ A1 | A; } { B | B }: { A1B1+AxB3 | A1Ba+AzBy } :[ Gl G }
Az | A B3 | By A3B1+A4B3 | AsBy+ A4B, GG

o Note que a inversa de uma matriz ortogonal é igual 3 sua transposta A~ = A’

N

S

o Note que a inversa de uma matriz unitdria é igual a sua conjugada transposta
A—l — A*

—-1
1 _
@ Inversa de uma matriz A € R2%2 a b = d b
c d ad—bc| —c a
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Inversas
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Inversa — Fdérmulas

Considere a matriz quadrada A= { A Ar } com Ajq1 e Ay também
A1 Ax

quadradas.

o Se Aj1 é n3o-singular

S _ -1
{An A12] _ { | 0} [Au 0} {I AfllAlz} AA;’?]220 s;:ztﬁlrlsééz
= -1 -
A21 A AnAyp 110 AJ[0 | A é n3o-singular

o Se Ay é n3o-singular

. A2 A — ApALA
{An A12] _ {' A12A521} [A 0 } { ! 0} Aé n;(l) Sing1l2]|al2’255621
At Axm| = > A <
2 Anl [0 1 JL0 An]AnAn 1A 50 singular

o A (A) é chamado de complemento de Schur de Ap; (A)
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Inversas
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Inversa — Fdérmulas

@ Se A é n3o singular

-1 - - — — — —
{ Al A } :{ A +AJALA T A AL AL ALATY }

A1 A ~A A AL Al
-1 A A _
{ Air Az } _ { At -A 1A1A2A221 }
A Az —AJANATE A+ A Ay AT AR AL

A2 Ap—AnAffAn 7 A2 A —AnAL Ay
e e portanto (formulas para matriz inversa)

(A11 — ApAsd Axt) t = AT+ AT Aro(Agn — Aot AT Ar) LA A

(A — A1 A1 A) L = At 4+ As) A1 (Ar1 — Ar2Ass Ast) T A1 AL
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Inversas
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Inversa — Fdérmulas

@ Para A bloco-triangular

A A Al —AARA;

Al 0 o
L0 An| [0 AL

1
& 4)Lah
Al A —ApAnAl A
eSe A1 é néo—singular det(A) = det(All)det(A22 —A21AI11A12)
o Se App é ndo-singular det(A) = det(A2,)det(A11 7A12A2_21A21)
o Para matrizes quaisquer B C™*" e C € C™™

det{ '"& IB}:det(l,,+CB):det(lm+BC)
- n

o Para quaisquer x,y € C" det(l,+xy*)=1+4y*x
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Normas
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Produto Interno

o Para dois vetores x,y € R", define-se o produto interno (ou produto escalar)
como

<><,y> 2 xay1+xay2 4+ Xnyn =Xy

Propriedades:

o (axy)=alxy) o (xty.2)={xz)+(r.2)
o (xoy) = (y.x) o (xx) = |xIP = 0

o <x,x> =0<=x=0 o x'y=0 = vetores ortogonais

o 0 vetor x' pode ser visto como uma funcdo linear x’ : R" -+ R
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Normas
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Norma de vetores

Qualquer fun¢3o real representada por ||x|| pode ser definida como uma norma se
para qualquer x € R" e para qualquer escalar a € R

Q |x|>0; [x|=0 < x=0

Q |lox| = [ e[ lx]]
Q |Ix1+xe| < |Ixall + lIx2ll (Desigualdade Triangular)
o Exemplo

1
n P
HXHp: (Z | xi |p> ;. p>1 pinteiro
i=1

Ix|l2 = v'x'x (norma Euclidiana)

[|Xle = max; | x; | (norma infinito)
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Normas
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Norma de vetores

@ Para matrizes X, Y € R™*", o produto interno (escalar) é dado por

<X, Y> Tr(X'Y) Z Z XiYi

i=1j=
e note que o produto interno de duas matrizes é o produto interno de vetores do
R™ construidos a partir dos coeficientes das matrizes seguindo uma certa ordem
(por exemplo, por linhas)

@ A norma de Frobenious de uma matriz X € R™*" é dada por
1/2
IX]lF = (Tr(X'X)) /2 = (Z Y % )
i=1j=

e A norma de Frobenious de uma matriz é a norma euclidiana do vetor obtido a
partir dos coeficientes da matriz em uma certa ordem (no é a norma 2 da matriz)

s Note que, para matrizes simétricas X, Y € R™"

<X7 Y> TI’(XY Z ZXUy’J ZXIIYI/+2Z ZXUyU

i=1lj= i<jj=
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Normas
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Norma de Matrizes

Ax
HAHa,b £ sup 14X = sup [|Ax]la
x20 X6 jxfs=1

sendo sup o supremo ou o menor limitante superior. A norma ||Al, é definida por

meio da norma de ||x||, (norma induzida). Para a, b diferentes, tém-se diferentes
normas de A

n 1 n

Al =max Y 5] ; [Alo= (Amax(A°A))" = Omax(A) ; | Allo=max }. |a]
i=1 j=1

« Propriedades:  [|Ax| < [|All[x|| i [|A+B]l <[4l +[B| : [ABI <|Al|B]

Decorréncia de

|(A+ B)xl| = I|Ax+ Bx|| < [|Ax]| +11Bx < (1|l + 18] ) lIx
| ABxI| < Al Bx| < AIB ]

o Exemplo: A:{_‘Q’l g} lAli=4 ; |Al2=37 ; |Al«=5

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira
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Autovalores e Autovetores
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Pontos extremos de conjuntos limitados e autovalores

Vetores n3o nulos x € C" tais que Ax seja um muiltiplo escalar de x surgem no
contexto da maximiza¢do (ou minimiza¢do) de uma fungdo quadratica real e
simétrica sujeita a uma restricdo geométrica

max x'Ax sujeito a xeR" ; Xx=1

com A= A" € R™". Introduzindo o lagrangeano L(x,A) = x'Ax+A(1—x'x) e
impondo as condi¢Ges necessdrias de otimalidade tem-se

VL
VA

VL
=0 = xXx=1 ; V—:O:>2(AX77LX):O
X

o Se um vetor x € C" com x'x =1 (e portanto x # 0) é um ponto extremo de
x' Ax, necessariamente x satisfaz a equacio Ax = Ax.
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Autovalores e Autovetores
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Autovalores e autovetores

Um escalar A € C é um autovalor (valor préprio) de A € R™*" se existe um vetor
x € C" n3o nulo tal que

Ax = Ax

Qualquer vetor x € C que satisfaca Ax = Ax é chamado de autovetor (vetor
préprio) de A associado a A (mais precisamente, esta é a definicdo para
autovetores a direita de A).

o Ax = Ax pode ser visto como (A—Alx =0

e IxeC" x#£0 : (A—AD)x=0 < det(A—Al1)=0

o A(L) 2 det(Al— A) : polindmio (mdnico) caracteristico de A

o A(A)=0 : equacdo caracteristica de A

o Grau de A(A1) = n e portanto A € R™" possui n autovalores.
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Autovalores e Autovetores
0000

Autovalores e autovetores

@ Exemplo: A= { - 212 } A=Al = { a1 —4 a2

ar  ax a1 axp —A

det (A — ll) = (311 — l)(agz —A) —ajppagl = 2,2 - (311 + 222)1 + (311322 — 312321)

Note que A € C é um autovalor de A€ R™" se A(A)=det(Al-A)=0

Essa condi¢do é equivalente a existéncia de y € C tal que
yA=1y' = y(Al-A)=0

o qualquer y que satisfaca a relacdo acima é chamado de autovetor a esquerda
de A (associado ao autovalor 1).

e Se v € C" é um autovetor associado a A € C, entdo v (complexo conjugado de
v) é um autovetor associado a 4.

o Se v é um autovetor de A, a transformacgdo linear A aplicada sobre v produz
um escalonamento de 4 (na dire¢do v).
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Autovalores e Autovetores
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Formas Quadréticas (Hermitianas)

S3o fungdes de n varidveis complexas da forma

n n
Z Z mjiXixj =x"Mix €R, m;eC
i=1j=1

Como x*Mi;x € R

(X*M1x)" = (x*"Mix) = (x*"M1x) ; x*"Mix—x"M{x=0 , x*(Mi—M{)x=0

1
X*Mlxzx*(E(M1+Mf))xéx*Mx i M=Z-(Mi+M]) =M=M"

N =

s Toda forma Hermitiana pode ser escrita como x*Mx com M = M*
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Autovalores e Autovetores
0oo0e

Formas Quadréticas (Hermitianas)

@ Exemplos

5 -1

M:{fl 8

} ; X'Mx:5x12—2x1x2+8x22>0 YV x1,x0 #0

n

IBx|? =x'B'Bx ;Y (ip1—x)* i Fx]®— ] 6xI?

=2

e Se X' Ax = x' Bx para todo x € R" e as matrizes A e B sdo simétricas, ent3o
A = B (unicidade da forma quadrética)

o f(x) quadrética pode definir conjuntos: {x D f(x)= c} ; {x D f(x) < c}

Suponha que a matriz simétrica A foi decomposta na forma A= QAQ’, com A
diagonal contendo os autovalores reais de A ordenados A1 > Ay > --- > A,. Ent3o

X Ax =X QAQ'x = (Q'x)N(Q'x) = Z 2i(gix)* <Ay Z (q/x)% = A1 ||x?
i=1 i=1

Similarmente, x'Ax > Ap||x||?. Assim,  Anx'x < x'Ax < A1x'x
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Positividade

o Uma matriz M é definida positiva se e somente se x*Mx >0,V x#0, x € C".
o Uma matriz M é semidefinida positiva se e somente se x*Mx >0, V x € C".
« Uma matriz M é (semi)definida negativa se —M é (semi)definida positiva.

@ Uma matriz hermitiana nx n M é definida positiva (semidefinida positiva) se e
somente se qualquer das condi¢cdes seguintes é satisfeita.

o Todos os autovalores de M s3o positivos (ndo negativos)

s Todos os menores principais lideres de M s3o positivos (todos os menores
principais de M s3o n3o negativos)

o Existe uma matriz n3o singular nx n N (uma matriz singular nx n N ou uma
matriz m x n com m < n) tal que M = N*N.
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Positividade

Considerando a ultima condicdo, se M = N*N, ent3o

x*Mx = x*N*Nx = (Nx)*(Nx) = HNXH% >0

para qualquer x. Se N é n3o-singular, Nx =0= x =0, e portanto M é definida
positiva. Se N é singular, existe x # 0 tal que Nx =0 e M é semidefinida positiva.

mi1 mi2  mi3
@ Menores Principais de uma matriz M= | mo; my mo3
m31 m32 m33

o Menores Principais (determinantes de todas as submatrizes de M cujas
diagonais coincidem ou fazem parte da diagonal de M):

my1 , mp2 , M33
m m m m m m
det 11 12 . det 11 13 . det 22 23
ma1  m22 m31  ms33 m32  ms33
det(M)
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Positividade

s Menores Principais Lideres (determinantes das submatrizes de M obtidas ao
eliminarem-se as (ltimas k colunas e k linhas, k =2,1,0):

mi1 det([ miL M }) , det(M)

m21  m22
e todos os menores principais lideres positivos = menores principais positivos.
No entanto, todos os menores principais lideres ndo negativos ndo implica que
todos os menores sdo n3o negativos. Por exemplo,

o 0 1 = my; =0, det 00 =0, det(M)=0
0 0
M=10 100 0 1 0 0
|1 0 2 mas = mpy =0, m33:2,det{1 2}:—1;det{0 2]:0
5 171, , .. . .
M = 21 8 }edeflnlda positiva, pois m;; =5>0 ; det(M)=39 > 0; os

autovalores de M s3o A; = 4.697 e 1, =8.303 e

22273 —0.1981

Y . —
M=NN : N= [ —0.1981 2.8215

] . det(N) =6.2450 # 0
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Matrizes definidas positivas

o Notacao: A > 0(> 0) indica que A é (semi)definida positiva.
A>B=A-B>0.

o Autovalores, traco, determinante e menores principais sdo positivos

o Considere A € R"™*" definida positiva e T € R"™™_ A matriz T'AT é
semi-definida positiva. Como o rank (T'AT) = rank (T), T'AT é definida
positiva se e somente se rank (T)=m

@ Se A e B s3o definidas positivas, ent3o:

o A> B se e somente se B~1 > AL

e Se A> B, entdo det(A) > det(B) e Tr(A) > Tr(B);

@Se A>0e B>0entdo A> B se e somente se MmaX(BA’l)\ <1
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Matrizes definidas positivas

@ A matriz simétrica H'H é sempre semidefinida positiva; serd definida positiva
se H'H for n3o singular. O mesmo vale para HH'.

Como H'H e HH' s3o matrizes simétricas semidefinidas positivas, seus
autovalores s3o reais e ndo negativos.

Se Hc R™" entdo H'H tem n autovalores e HH' tem m autovalores. Usando a
propriedade de determinantes, para A€ R™*" e B € R™™

s"det(sly — AB) = s det(sl, — BA)

tem-se

det(sly, — HH') = s™ "det(sl, — H'H)

e portanto os polindmios caracteristicos de H'H e HH' diferem apenas em s
Como conclusdo, H'H e HH' tém os mesmos autovalores positivos mas podem
ter um nimero diferente de autovalores iguais a zero (no maximo igual a

n 2 min{n, m}).

m—n
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Decomposi¢ao em Valores Singulares

Seja H € R™*" e defina M = H'H (simétrica, nx n e semidefinida positiva).
Assim, todos os autovalores de M s3o reais e ndo negativos (zero ou positivos).
Seja r o nlimero de autovalores positivos (portanto, M tem rank r). Os
autovalores de M = H'H podem ser arranjados na forma

AM2>A2> > A2>0=Ay1 =Apy2 =" = Ap.
7L,-27 i=1,2,...,n: autovalores de H'H A;, i =1,2,...,7 : valores singulares de H
2 0 -2
oExemplo:H:[_l1 ; g} . M=HH= 0 8 16
-2 16 34

Autovalores de M: 41.6977, 2.3023, 0;
Valores singulares de H: 6.4574 = 1/41.6977, 1.5173 = /2.3023
Autovalores de HH': 41.6977, 2.3023;
Valores singulares de H': 6.4574 = \/41.6977, 1.5173 = 1/2.3023

o 0s autovalores de H'H diferem dos de HH' apenas no niimero de zeros, e H e
H’ tém os mesmos valores singulares.
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Conjuntos Convexos

Suponha x1 # xp € R". Pontos descritos por

oxy+ (]. — OC)XQ =X+ (X(Xl —X2)

com o € R descrevem a reta que passa por x; € xo. Para0<a <1, a
combinagdo descreve o segmento de reta entre xj e xo.

X1

X2
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Conjuntos Convexos

@ Um conjunto & é convexo se o segmento de reta entre dois pontos quaisquer
do conjunto estiver em ¥, isto é, para quaisquer x1,xp € € e a € [0,1],

ox1+(l—a)x €€

Convexo Convexo .
N3o convexo

e Um conjunto 4 é um cone se para todo x€ % e a >0, ax € %.
o Um cone convexo é um conjunto % tal que, para todo x1,xp € ¢ e o3, 0p >0,

aix1+opxp €€
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Hiperplanos

@ Um hiperplano é um conjunto na forma {x : ¢’x=b} parac#0€R"e beR.
Um hiperplano divide o R” em dois semi-espagos, {x : c’x < b} e {x : ¢'x>b}.

o Hiperplano separador « Hiperplano suporte
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Envelope convexo (Convex hull)

@ O envelope convexo de um conjunto de N pontos xi,x,...,xy no R2 é um
poliedro. Um ponto descrito como a1 x1 + 0ox2 + - -+ + oy xp, com ¢ > 0,
i=1,....Neoay+ar+---+ay =1, é chamado de combinagido convexa dos
pontos xj,x2,...,xy. Um conjunto é convexo se e somente se contiver toda
combinagdo convexa de seus pontos.

o Matrizes simétricas X = X’ € R™" definem um espaco vetorial de dimensio
n(n+1)/2.

o O conjunto das matrizes simétricas semidefinidas positivas é um cone convexo,
pois se a1, 0p >0 e X3 >0, Xo >0, entdo a3 X1 + 0p X2 também é uma matriz
simétrica semidefinida positiva.

P. L. D. Peres & R. C. L. F. Oliveira 1A363 - Tépicos em Controle IV, aulaOa



Convexidade
0000800

Fungoes convexas

@ Uma funcdo f : R" — R é linear se para todo a1, € R e x1, x> pertencentes
ao dominio da fung¢3o,

f(oclxl + 062X2) =0 f(Xl) + o f(Xg)

@ Uma funcdo f : R” — R é convexa se seu dominio for um conjunto convexo
e, para quaisquer xj,x» pertencentes ao dominio da fungdoepara0<a <1
flaxi+(1—o)x) < af(x)+(1—a)f(x)

» O segmento de reta que une os pontos (x1,f(x1)) e (x2,f(x2)) estd sempre
acima ou sobre o grafico da func¢3o.

X2

X1
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Fungoes convexas

@ Suponha f(-) diferencidvel. Ent3o, f é convexa se e somente se seu dominio
for um conjunto convexo e

f(y) > f(x)+VE(x)'(y —x)

para todo x,y pertencentes ao dominio de f. Vf(x) é o gradiente da fun¢3o
calculado no ponto x, e a fungdo afim em y dada por f(x)+Vf(x)(y—x) é a
aproximag¢do de primeira ordem de Taylor da fungdo f na vizinhanga de x.

A

f(y) /

(x) }
f

x)+VF(x)'(y —x)
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Fungoes convexas

o Para uma func¢3o convexa, a aproximag¢do de primeira ordem estd sempre
abaixo do valor da fungdo e, se a aproximagdo de primeira ordem estiver sempre
abaixo do valor da func¢3o, a fungdo é convexa.

o Se a fungdo for convexa e Vf(x) =0, entdo para todo y pertencente ao
dominio da fun¢do tem-se f(y) > f(x), e portanto x é um minimo global de f.

@ A fungdo f é convexa se e somente se seu dominio for um conjunto convexo e

Fy) = F(x)+u(x)'(y —x)

para todo x,y pertencentes ao dominio de f e para todo u(x) pertencente ao
conjunto de subgradientes da func¢do f calculados no ponto x. Se a func¢do for
diferencidvel, 1(x) = V(x) é dnico. Se f ndo for diferencidvel em x, u(x) é a

inclinagdo de todos os hiperplanos suportes da fun¢do no ponto x.

@ A funcdo f é cbncava se —f for convexa. Se f é cbncava e diferencidvel em x,
entdo f(y) < f(x)+ VF(x)'(y —x)
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Complemento de Schur

o Considere a matriz simétrica X particionada
A B
& ]
com A=A’ € R™". Se det(A) # 0, a matriz C — B'’A1B é o complemento de
Schur de X em relagdo a A.

Note por exemplo que

x_| A B]_ I 0] A 0 I AlB
| B c | | BAl | 0 C-BAlB 0 |

e portanto det(X) = det(A)det(C — B'A"1B).

Analogamente, se det(C) # 0, A— BC 1B’ é o complemento de Schur de X em
relacdoa C e

x_[A B]_[! BC1 A-BC1B' 0 | 0
B c|T]0 1 0 c || ¢c1B 1
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Complemento de Schur

@ O complemento de Schur surge na solugdo de equagdes lineares, quando se
elimina um bloco de varidveis. Por exemplo, considere o sistema

A B x| | &
B C y | | b
Assumindo det(A) # 0, da primeira equagdo tem-se Ax + By = by, e portanto

x =—A"1By + A=1p;. Substituindo na segunda equacio, tem-se
(C—B'A™1B)y = by — B'A~1b; e portanto

y=(C—B'A By Y(by—B A b)) =—(C—B'A'B) 1B A lb+(C—B'A1B) !h,
Substituindo agora y na primeira equagdo, tem-se
x=(A1+AB(C—BA B 1BA )b —AIB(C-—B'A'B) by

As expressdes para x e y podem também ser obtidas da formula da inversa para
uma matriz simétrica particionada em blocos:

x1_[A B b [ATl4AIB(C-BAIB)IB'Al —ATlB(C-B'ATlB)!
—|B" Cc| ~ —(C-B'A1B) 1B AL (C-B'A1B)!

o 0 complemento de Schur é a inversa da matriz do bloco (2,2) em X!
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Complemento de Schur

@ O complemento de Schur surge também na minimizacdo de uma forma
quadrética em relagdo a algumas das varidveis. Por exemplo,

!
min |~ A, Bl |x =min xX’Ax+x'By+y'B'x+y' Cy =min x'Ax+2y'B'x+y'Cy
X y B C|ly X X

o Supondo A > 0 e impondo que a derivada parcial da fun¢do em relagdo a x vale
zero, tem-se 2(Ax + By) =0, e portanto x = —A~1By. Substituindo na func3o,
tem-se

!
. X A B X | _ /A—1
mx'"{y} {B’ CHV}_“C_BA Bly
@ Caracterizagdo da positividade de X

e X>0seesomentese A>0e C—B'A'B>0

eSe A>0, X >0seesomentese C—B'A1B>0
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