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Introdugio

Motivacao

m Péndulo simples amortecido.

Equac3o do movimento:

me?0(t) 4+ bl?6(t) + mglsen(9)(t) = 0

0 ¢
| Em espaco de estados: x1(t) = 0(t) e xa(t) = 0(t)
| " (0 = )
| () = ~EsenGa(t) — 2xalt),
mg
mgsen(6)
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Introdugio

Motivacao

m Se o péndulo for solto nas posices 6 € {0,7} com velocidade nula (6 = 0),
permanece nessas posi¢cdes indefinidamente (esta em um ponto de equilibrio).

m Mas o que acontece se o péndulo for solto em outra posicio? E possivel fazer
alguma previsdo sobre a evolugdo de (6,0) ao longo do tempo para qualquer condi¢cio
inicial?

B A resposta seria sim: i) se uma solu¢3o analitica para 6(t) estivesse disponivel; ii)
por meio de simula¢des numéricas.

m Infelizmente solugdes analiticas ndo existem para sistemas n3o lineares no caso geral.
Além disso, simulagdes numéricas sdo limitadas a sistemas de pequenas dimensdes.

m Mesmo sem o auxilio de solucdes analiticas e simulacdes, seria possivel estabelecer

limites para 6 e 8 dada uma condic3o inicial, e além disso, determinar valores
assintéticos (quando t — 00)?
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Introdugio

Simulagao

m Com computadores e algoritmos de calculo numérico modernos, simulacdes podem
ser obtidas, como mostrado a seguir (g = 9,81; £ =1; b =10,9; (6(0),0(0)) = (7/3,0))

Plano de Fase

Péndulo Fisico | t=0.00s

15

y
w (rad/s)
.

05

15

x 25

1 05 [ 05 1
0(rad)
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Introdugio

Simulagao

m Eliminando o atrito (b = 0), tem-se o movimento ndo amortecido mostrado a seguir.

Plano de Fase

Péndulo Fisico | t=0.00s 3

y
w (rad/s)
.

1 05 o 0s 1
0 (rad)
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Introdugio
Energia

m A partir do calculo da energia do sistema, é possivel verificar se os valores de 6 e 6
sdo limitados, e investigar os comportamentos assintéticos.

m Calculando a energia total (E) do péndulo, isto é, energia cinética (T) mais a
energia potencial (U), tem-se (o ponto mais baixo da trajetéria (6 = 0) corresponde a
U=0)
. 1 .
E0,0)=T+U= §m€202 + mgl(1 — cos())

Tomando a derivada de E(O,é) em relacdo ao tempo, tem-se

E = mf*00 + mgtsen(0)0 = 6(me>6 + mglsen(6))
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Introdugio

Energia

m Explorando a equagdo dindmica inicial, tem-se
E = 6(—bl?0)
mSe b=0, entdo E =0, implicando em energia constante (sistema conservativo).

m Se b > 0, entdo E < 0. A energia nunca cresce e decresce sempre que 6 # 0,
indicando que 0 e 0 convergem para zero com o passar do tempo.

m Lyapunov: generaliza a estratégia baseada na anélise da fun¢do de energia para
determinar o comportamento de trajetérias inicializadas suficientemente préximas do

ponto de equilibrio.

m Por conveniéncia, é usual trabalhar com x. = 0, pois um ponto de equilibrio
arbitrario pode ser translado para a origem utilizando uma mudanca de coordenadas.
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Definigdes e Estabilidade

Ponto de Equilibrio

Seja o sistema (campo vetorial) auténomo
x="f(x), xeR" (1)

em que f : D — R" é um mapa localmente Lipschitz de um dominio D C R".

Definicdo 1

xe = 0 é ponto de equilibrio de (1) se

m Um ponto de equilibrio pode ser estavel (assintoticamente ou n3o) ou instavel.
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Definigdes e Estabilidade

Estabilidade

B Seja ||x||, x € R", a distancia de x a origem.

Definicdo 2
O ponto de equilibrio xe = 0 de (1) é:
@ estavel se, para € > 0, existir (¢) > 0 tal que Vx(0)

[x(0)|| < d(€) = [Ix(t) = x(0)I| <€, Vt > 0;

@ instivel se ndo é estavel;
@ assintoticamente estavel se for estavel e, além disso, se existir § > 0 tal que
Vx(0)

[Ix(0)|| < o = tILm x(t)=0
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Definigdes e Estabilidade

Estabilidade

Figura: Trajetérias partindo da bola de raio § permanecem dentro da bola de
raio e.
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Definigdes e Estabilidade

Estabilidade Assintotica

Figura: Trajetérias partindo da bola de raio § convergindo para a origem.
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Definigdes e Estabilidade

Anélise dos Pontos de Equilibrio do Péndulo

m Para o caso n3o amortecido (b = 0), o ponto de equilibrio x. = (0,0) & estavel, pois,
para condi¢Bes iniciais suficientemente proximas de x., as trajetérias permanecem
dentro de uma bola de raio arbitrariamente pequeno centrada em x.. Entretanto, x.
ndo é assintoticamente estavel.

® Quando b > 0, o ponto x. = (0,0) torna-se assintoticamente estavel, uma vez que,
além de satisfazer a propriedade de estabilidade, as trajetérias iniciadas nas
proximidades de x. convergem para a origem a medida que o tempo tende ao infinito.

m O ponto de equilibrio xe = (7,0) & instavel, pois é possivel escolher um € > 0 tal que

ndo existe § > 0 capaz de garantir que a trajetéria permaneca dentro da bola de raio
€, ou seja, a condicdo de estabilidade ndo é satisfeita.

R. C. L. F. Oliveira 1A363 - Tépicos em Controle IV 13/31



Lyapunov

Lyapunov (1892)

m Lyapunov mostrou que certas funcdes podem ser usadas no lugar da fungio de
energia na analise de pontos de equilibrio.

m Seja V : D — R uma fun¢do continuamente diferenciavel definida no dominio
D C R" contendo o ponto de equilibrio xe = 0. A derivada de V' ao longo das
trajetorias de (1), denotada por V(x), & dada por

n

. oV, v
VD=2 555 = 2 5 i)
i=1 i=1
f1(x)
aVv oV OVT
=[5 Bal| = I f(x)
£(x)

m Se V/(x) é negativa, entdo V vai decrescer ao longo da solugdo de (1).
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Lyapunov

Condigao de Estabilidade

Teorema 1

Seja xe = 0 um ponto de equilibrio de (1) e D C R" um dominio contendo a origem.
Se existir uma funcdo continuamente diferencidvel V : D — R tal que

V() =0

V(x)>0, xeD,x#0

V(x) <0, xeD
entdo xe = 0 é estavel. Além disso, se

V(x)<0, xeD, x#0

entdo x. = 0 é assintoticamente estavel.
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Lyapunov
Rascunho da Prova

B Sejam B e B; bolas de raios € e 4, respectivamente, com B, = {x € R" : ||x|| < r},
Objetivo: mostrar que trajetérias comecando em Bs nunca saem de B. C D.
Estratégia: usar os conjuntos de nivel de V/(x) como substitutos das bolas.

m Escolha € > 0 tal que B. C D. Como V/(x) é continua e positiva, na fronteira da
bola B. é positiva e tem um ponto de minimo positivo, isto é

me = min V(x) >0

lIxll=e
m Considere o conjunto Q. = {x € D : V(x) < ¢} com 0 < ¢ < m., que garante
Q. C B..

m Como V/(x) é continua com V/(0) = 0, existe uma bola pequena B; tal que
x € Bs = V(x) < ¢, isto & Bs C Q.. Portanto Bs C Q. C B..

m Seja V(x) < 0, entdo V(x) nunca aumenta. Logo V/(x(t)) < V(x(0)) < c.

Conclus3o:
x(0) € Bs = x(0) € Qc = x(t) € Qc = x(t) € Be
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Lyapunov

Visualizagao Geométrica da Prova

Figura: Visualizacdo dos conjuntos usados na prova do teorema de Lyapunov;
Bs c Q. c B. C D.
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Lyapunov

Interpretacao

Vix)=¢,

1 o ® Uma trajetéria que entra em

Vix)=e,

Vi, uma curva de nivel V(x) = ¢ ndo
- sai mais do conjunto Q. = {x €
o R : V(x) < ¢} se V(x) < 0.

N&o ha garantia de que a trajeté-
ria converge para a origem.

05

m Se V(x) < 0, entdo a trajet6-
ria progride para curvas de niveis
com ¢; menores, mostrando que a
trajetéria converge para a origem.

Figura: Curvas de niveis de V(x) = ¢,
I<ag<ao<a<a.
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Lyapunov

Observagoes

m E comum empregar fungdes V(x) quadraticas no estado como primeira candidata a
funcdo de Lyapunov para um determinado sistema.

m A positividade de fungdes quadraticas, isto & V(x) = x Px, pode ser verificada de
forma eficiente. Quando P é conhecida, pode-se utilizar o critério dos menores
principais lideres. Quando P & uma varidvel a ser determinada, o teste pode ser
formulado como um problema de otimizagdo convexo.

m Embora o teorema de Lyapunov possa ser aplicado sem a necessidade de resolver
explicitamente a equacdo diferencial em (1), o teste é apenas suficiente no caso de
f(x) geral. Isto &, caso uma fun¢o candidata n&o satisfaca as condicdes do teorema,
n3o se pode concluir que o ponto de equilibrio seja instavel.
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Lyapunov

Retornando ao péndulo I

m Considere o modelo do péndulo (em espago de estados) amortecido (b > 0) com
m=1,/¢=1 g=98le b=0,5, e a funcio de Lyapunov candidata

V(x) = (g/€)(1 — cos(x1)) + 0.5x3
Verifica-se que V/(0) =0 e que V/(x) é definida positiva no dominio
D={xcR’: |x| < 2r}
m Calculando V/(x), tem-se
V(x) = (g/f)xasen(x1) + xa%2 = —(b/m)x3

Conclusdo: V/(x) ndo & estritamente negativa, pois V(x) & nula para x =0 e
qualquer valor de x; (deveria ser anula apenas se x; = x» = 0). Conclui-se apenas
sobre a estabilidade.

m Considere a func¢do de Lyapunov candidata modificada
V(x) = 0.5x"Px + (g/£)(1 — cos(x1))

—05 [ﬁj {%55((‘;//”2; 05/ ’")} {2] + (b/m)(1 — cos(x))
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Lyapunov
Retornando ao péndulo 11

Calculando V/(x), tem-se

V(x) = —0.5%x15en(x1) —0.5(b/0)x2

Tomando D = {x € R?: |x| < 7}, tem-se que V/(x) & positiva e V(x) & negativa em
D. A origem é assintoticamente estavel.
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Lyapunov

Simulacao de V/(x)

w(x)

0
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Lyapunov

Curvas de niveis

Curvas de nivel da energia

A
e

Figura: Curvas de niveis de V(x) e angulo 8 entre VV e x em alguns pontos.
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Lyapunov

Estabilidade assintotica global

m Teste de estabilidade assintética para D = R", isto &, estabilidade global.

Teorema 2

Seja xe = 0 um ponto de equilibrio de (1) e V : R" — R uma fun¢do continuamente
diferenciavel tal que

V(0) =0, V(x) > 0, ¥x £ 0
Ix]] = o0 = V(x) = o0 (2)
V(x) <0,VYx #0

entdo xe = 0 é globalmente assintoticamente estavel.

m Uma fungdo V/(x) que satisfaz (2) & chamada de radialmente ilimitada. Com isso
garante-se que . é limitado e que as trajetérias permanecem limitadas.
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Lyapunov

Estabilidade via Linearizagao

m E possivel aproximar o modelo n3o linear em (1) por um modelo linearizado no
entorno do ponto de equilibrio x. = 0, dado por
_Of(x)
- Ox

x(t) = Ax(t), A

x=0

m Esse modelo linear & atil na avaliacdo da estabilidade assintética do ponto de
equilibrio.

Teorema 3 (Método indireto de Lyapunov)

Seja xe = 0 um ponto de equilibrio de (1) em que f : D — R" é continuamente
diferencidvel e D é uma vizinhanca da origem. Ent3o:

@ A origem é assintoticamente estavel se a parte real dos autovalores de A é
negativa;

@ A origem é instavel se pelo menos um dos autovalores de A tiver parte real
positiva.

@ Se
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Lyapunov

Linearizacao do Péndulo 1

m Considere a equacgio dindmica de estados do péndulo

. x2
= fgxz —&gin X1 =10
m l

m Linearizando no ponto (x1,x2) = (0,0), tem-se

on  on
_ o) o)
= |98 98

Ox1  Oxz2

Of (x)
Ox

x=(0,0) x=(0,0)

Sistema linearizado

0 1
X = g _2 X
l m
O polinédmio caracteristico é:
PR S
m l

Pelo critério de Routh-Hurwitz, as raizes tém parte real negativa se e somente sem
b/m>0e g/l >0. A origem é assintoticamente estavel.
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Regido de Atracdo

Regiao de Atragao I

m Para pontos de equilibrio assintoticamente estaveis, é frequente o interesse em
determinar o quanto a trajetéria pode se afastar do equilibrio e ainda sim convergir
com o passar do tempo.

m Essa necessidade da origem a defini¢do da Regido de Atragcdo (também chamada de
dominio, ou bacia, de atragdo, ou regido de estabilidade assintética).

m Seja ¢(t,x) uma solugio de (1) que comega em um estado inicial no tempo t = 0.

Definigdo 3 (Regido de Atracdo)

A regido de atracdo do ponto de equilibrio x. = 0 é definida como o conjunto de
todos os pontos x tais que ¢(t,x) é definida para todo t > 0 e lim;— o ¢(t,x) = 0.

m Calcular a regido de atrac3o analiticamente pode ser uma tarefa desafiadora ou até
mesmo impossivel no caso geral. Contudo, fun¢des de Lyapunov podem ser utilizadas
para produzir estimativas da regido da atracdo de uma forma computacionalmente
eficiente.

m Do material apresentado anteriormente, se existir uma funcido de Lyapunov que
satisfaz as condicdes de estabilidade assintética em um dominio D e, se
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Regido de Atracdo

Regiao de Atracao II

Q. ={x € R": V(x) < c} é limitado e est4 contido em D, entdo toda trajetdria
iniciada em Q. permanece em . e converge para o ponto de equilibrio a3 medida que
t — o0.

B . pode ser uma estimativa conservadora para a regido de atracido em muitos casos.

m O calculo de Q. com V/(x) quadratica em x pode ser realizado por meio de LMIs de
modo geral.

m Para f(x) polinomial, a determinagdo de Q. com V/(x) polinomial (grau genérico)
pode ser realizada utilizando a técnica conhecida como decomposicdo por soma de
quadrados (do inglés, Sum-of-Squares — SOS). Essa abordagem pode ser formulada
em termos de programacio semidefinida.
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Regido de Atracdo

de Atragao do Péndulo

b Regido de Atragio|

Figura: Regido de atracio estimada por grid (verde) e pelo conjunto Q. (azul)
com ¢ = 19.9.
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Regido de Atracdo

Sistemas Lineares I

m No caso de sistemas lineares, isto &, x(t) = Ax(t), A € R"*", & necessario e
suficiente procurar por uma funcdo de Lyapunov quadratica na forma V/(x) = x’Px
para classificar a estabilidade da origem.

m Teste de estabilidade assintética: existe P tal que
P>0, AP+PA<O

m Desigualdades matriciais lineares (do inglés, Linear Matrix Inequalities — LMls).

m Se o sistema é assintoticamente estavel, entdo x. = 0 é o Gnico ponto de equilibrio
e a regido de atracdo é o préprio R", isto &, o sistema é globalmente estavel.

m Neste curso investiga-se o sistema linear incerto x(t) = A(a)x(t), sendo
A(a) € R™" uma matriz incerta.

m Em quase todos os casos abordados no curso V(x) na forma quadratica também é

necessaria e suficiente, mas precisa depender da incerteza (o). Nesse caso V(x,a) é
chamada de uma fun¢do de Lyapunov dependente de parametros.
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Regido de Atracdo
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