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Resposta em frequéncia

Sistemas continuos relacionam entradas e saidas que s3o fun¢des continuas no
tempo e, se satisfazem o principio da superposi¢do, s3o sistemas lineares.

Notacdo: y(t) =¥4{x(t)}, sendo x(t) a entrada e y(t) a saida.
Um sistema linear invariante no tempo, isto é,

G{x(t—a)} = y(t-a)
satisfaz o teorema da convolugido

y(t) =9{x(t)} = h(t)xx(t) , h(t)=9{5(t)}
e possui como auto-fun¢do a entrada

x(t) =exp(st) = y(t)= H(s)exp(st)
sendo H(s) a transformada bilateral de Laplace da fun¢do h(t), dada por

HGs = [ hB)exp(-sB)dB = £ {h(2)}
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Exemplo — Circuito RC 1

Exemplo 1.1 (Circuito RC)

Considere o circuito RC

x(t) %)

@}

\

I
S+
E

A entrada é a fonte de tensdo x(t) e a saida y(t) é a tensdo no capacitor. O
circuito é descrito pela equagao

11
y+-y=-x : 1t=RC
y+Ty TX

dt’

d
ou, usando o operador p = —: <p+ l)y =1y
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Exemplo — Circuito RC II

A funcdo de transferéncia é dada por

1 1/t
H = =
(s) Ts+1 s+1/t

Note que esta fungdo de transferéncia é a transformada de Laplace de
1
h(t) = —exp(—t/7)u(t)

A resposta em frequéncia é obtida fazendo-se s = jw, resultando em

J— 1 —
Cl+jot
M@)= 2 ; $(w) = —arctan(z0)

V1+ (tw)?

As figuras apresentadas a seguir mostram respectivamente o médulo e a fase da
resposta em frequéncia para RC = 1.

H(j) M(®)exp(j¢(@))
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Exemplo — Circuito RC III

ol

Figura 1: Médulo da resposta em frequéncia do circuito RC do
Exemplo 1.1 com RC =1.
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Exemplo — Circuito RC IV

Figura 2: Fase da resposta em frequéncia do circuito RC do Exemplo 1.1
com RC =1.
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Exemplo — Circuito RC V

Note que trata-se de um filtro passa-baixas, com a fase variando de 0 a —90
graus quando a frequéncia varia de zero a infinito e ¢(1/7) = —45 graus. O filtro
RC possui um pélo em s = —1/t.

O médulo varia de 1 (frequéncia @ =0) a 0 (para frequéncia @ — +<0), passando
por v/2/2 na frequéncia 1/7.
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Diagramas assintoticos de Bode

Utilizando uma escala logaritmica para a frequéncia @, os gréificos de médulo (em
logaritmo) e fase (em graus ou radianos) da resposta em frequéncia de um sistema
linear podem ser desenhados de maneira aproximada por retas (assintotas).

Definicdo 1 (Decibéis (dB))

MdB(w) =20log M((J))

sendo log o logaritmo na base 10.

A defini¢do de dB (decibéis) é, classicamente, 10 vezes o logaritmo da relagdo. O
fator 20 é devido a interpretacdo de que a poténcia é proporcional ao quadrado
da tensao.

As assintotas s3o definidas para baixa frequéncia e para alta frequéncia. A
frequéncia na qual ocorre o encontro das assintotas é denominada frequéncia de
corte @c.

Resposta em freq EA616 - Andlise Linear de Sistemas 8/71




000800000000000000000000000000

Exemplo — Pélo real negativo I

Exemplo 1.2 (Pdlo real negativo)

Considere, com @ > 0, a funcdo de transferéncia

Oc
H =
(s) S+ ¢
A resposta em frequéncia é dada por
. 1 -
H(jo) = ———— , M(0) = (1+(0/0c)?)%°

T 1l4jo/oc

Myg (@) = 20log M(w) = —10log (1 + (a)/a)c)z)
Note que no exemplo do circuito RC, tem-se & = 1/7.
As assintotas sdo definidas para @ < . (baixa frequéncia) e para @ > o, (alta
frequéncia). No exemplo, tem-se Myg ~ 0 para baixas frequéncias e
Myg ~ —20log @+ 20log . para altas frequéncias, correspondendo a uma queda

de 20 dB por década (aproximadamente 6 dB por oitaval).
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Exemplo — Pélo real negativo 11

O encontro das assintotas ocorre em . (frequéncia de corte). Na frequéncia de
corte tem-se Myg = —10log2 ~ -3 dB.

A fase ¢(w) é dada por

¢(w) = —arctan(w/ o)

que vai de 0 a —90 graus, com ¢(w.) = —45 graus. As assintotas sdo 0 para
frequéncias abaixo de uma década da frequéncia de corte @w., —90 graus para
frequéncias acima de uma década de @, e a reta unindo as duas assintotas em
0.1wc e 100..

As figuras apresentadas a seguir mostram os diagramas de Bode do sistema para
o =1.
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emplo — Pdlo real negativo III

107 1;)"
o
Figura 3: Médulo (em dB) da resposta em frequéncia (escala logaritmica)

do Exemplo 1.2 com @, =1.
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Exemplo — Pdlo real negativo IV

-100~

-120

Figura 4: Fase da resposta em frequéncia (escala logaritmica) do

Exemplo 1.2 com @, = 1.
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emplo — Pdlo real negativo V

Medidas experimentais da resposta em frequéncia permitem obter a frequéncia de
corte e com isso identificar um modelo de primeira ordem para o sistema.

10O termo oitava, que corresponde ao dobro da frequéncia, deriva do fato de
que, nos pianos, a cada oito teclas dobra-se a frequéncia.
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Propriedade

Propriedade 1

Considere

H(s) = Hi(s)Ha(s) = H(j@) = Mi(0)Ma(@)exp (jo1(0) +j¢2(w) )

Ent3o,
Myp(@) = M, 45(0) + Myyp(®) ;  ¢(@) = ¢1(®) + ¢2(®)

pois o médulo do produto é o produto dos médulos (soma em logaritmo) e o
produto de exponenciais é a exponencial da soma dos argumentos.
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Exemplo — Ganho constante

Exemplo 1.3 (Ganho constante positivo)

Considere H(s) = k > 0 constante real.
Portanto,

Myg(®) =20logk ; ¢(w)=0

Exemplo 1.4 (Ganho constante negativo)

Considere H(s) = —k, k > 0 constante.
Portanto,

H(s) = kexp(jr) = Myg(®w)=20logk ; ¢(w)=180 graus
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Exemplo — Zero na origem

Exemplo 1.5 (Zero na origem)
Considere, para k > 0,

H(s) = ks
Portanto,

Myg(®) =20logw+20logk ; ¢(w)=90 graus
Observe que Myg(®) é uma reta que cruza o ponto 0 dB em @ =1/k.
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Exemplo — Pélo na origem

Exemplo 1.6 (Pdlo na origem)

Considere, para k >0,
k
H(s)=—
(5) =~
Portanto,

Myg(w) = —20logw+20logk ; ¢(w)=—90 graus

Observe que MdB(a)) é uma reta que cruza o ponto 0 dB em w = k.
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Exemplo — Zero de ordem m na origem

Exemplo 1.7 (Zero de ordem m na origem)

Considere H(s) =s™, com me€ Z..
Portanto,

Myg(®) =20mlogw ; ¢(®)= m90 graus

Exemplo 1.8 (Pdlo de ordem m na origem)

1
Considere H(s) = Jm com m e Zs.
Portanto,

Myg(@) = —20mlogw ; ¢(w)=—m90 graus
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Exemplo — Zero real negativo

Exemplo 1.9 (Zero real negativo)

Considere, com @ > 0, a funcio de transferéncia

S
H(s)=—+1
(5)=—+

C

Portanto,
M(w)=/1+(0/w:)?2 ; ¢(w)=arctan(w/w:) graus

As assintotas do mddulo sdo Mypg ~ 0 para baixas frequéncias e
My ~ 20log @ —20log @ para altas frequéncias. Na frequéncia de corte @,
tem-se Myg = 10log2 ~ 3 dB.

As assintotas da fase sdo 0 para frequéncias abaixo de uma década da frequéncia
de corte @, 90 graus para frequéncias acima de uma década de @, e a reta
unindo as duas assintotas em 0.1wc e 10@..
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Sistemas de fase minima I

Definicdo 2 (Sistemas de fase minima)

S0 sistemas que possuem pdlos e zeros com parte real negativa. O termo “de
fase minima” vem do fato de que, por exemplo, s+1 e s—1 possuem o mesmo
diagrama de médulo, porém o diagrama de fase mais préximo de 0 grau € o do
zero com parte real negativa.

Exemplo 1.10 (Zero real positivo)

Considere, com @ > 0, a funcdo de transferéncia
s
H(s)=—-1
¢
A resposta em frequéncia é dada por

M(w)=/1+(w/0:)? ; ¢(w)=180—arctan(®/wc) graus
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Sistemas de fase minima II

As assintotas do médulo sdo Myg ~ 0 para baixas frequéncias e
My ~ 20log ® —20log @ para altas frequéncias. Na frequéncia de corte @,
tem-se Myg = 10log2 ~ 3 dB.

As assintotas da fase s3o 180 para frequéncias abaixo de uma década da
frequéncia de corte ., 90 graus para frequéncias acima de uma década de w. e a
reta de inclinagdo negativa unindo as duas assintotas em 0.1w. e 10@c.

Observe que a resposta em frequéncia do sistema com zero real positivo
distingiie-se da resposta do sistema com zero real negativo apenas pela fase. Um
sistema que possui um zero com parte real positiva é chamado de sistema de fase
n3o-minima.

Resposta em fre EA616 - Anilise Linear de Sistemas 21/71




000000000008000000000000000000

Exemplo 1

Exemplo 1.11

Considere a funcdo de transferéncia

4
k
e &

Hs) = 5 = =
(s) k
kZ::O Oy S

com am=1 ap#0em>/.

A assintota de baixa frequéncia (s =jo, ® — 0), é

Bo
M,ir ~20log —
dB gao

e a assintota de alta frequéncia (@ — +) é

Myg ~ 20log Byo‘~™) = —20(m — ¢)log ® +20log B
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Exemplo 1I

Portanto, a frequéncia de corte é dada por

Bl :% ~ wC:(OCoﬁ4>1/(m )

No exemplo do circuito RC, tem-se m=1, (=0, fo=fr=1/1e ap=1/7,
resultando em . =1/7.

As assintotas de fase de baixas e altas frequéncias sdo, respectivamente,

d(0)=0 ; ¢(w)=—(m—10)90 graus

Entre 0.1 e 10w, as assintotas sdo unidas por uma reta.
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Exemplo — Circuito RC em cascata |

Exemplo 1.12 (Circuito RC em cascata)

Considere o circuito da Figura 5, com 71 = R1 (i =1 e 70 = R, G = 0.01.

1 N 1
L 1 | I
Ry L R>

x(t) <i> C —— G —— y(t)

Figura 5: Circuito RC em cascata do Exemplo 1.12.

A funcio de transferéncia é dada por
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Exemplo — Circuito RC em cascata 11

CY(s) ( Ym 1/n \ 100
H(s) = 5(5) = M) = (s—|—1/r1) (s+1/172) = 5241015+ 100

e, portanto, £=0, By = f; =100, m=2 e ap = 100, resultando em . = 10.
As assintotas de baixas e altas frequéncias s3o, respectivamente,

100
MdB ~0 ; MdB%2O|OgEI—4O|Og(D+4O

A aproximagdo por assintotas pode ser melhorada considerando
H(s) = H1(s)Ha(s) com

H(s) = 100 (1 100
T s24101s+100  \s+1/ \s+100

e somando as assintotas. A figura apresentada a seguir mostra as assintotas do
mdédulo dos dois sistemas de primeira ordem, a soma, as assintotas do sistema de
segunda ordem e M(®) (em dB) versus ® € [1072,10%] (em escala logaritmica).
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Exemplo — Circuito RC em cascata 111

20

100 e : Lol : i A

_120 I I I I I

Figura 6: Mdédulo da resposta em frequéncia do circuito do Exemplo 1.12.
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Exemplo — Circuito p

Exemplo 1.13 (Circuito passa-alta)

Considere o circuito RC com a saida y(t) igual a tens3o no resistor, cuja equacio
diferencial é

1/7

(tp+1)y(t) =px(t) = H(s):rsm

As assintotas de mdédulo sdo mostradas na Figura 8 e as de fase na Figura 9 para
7=0.1.
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Exemplo — Circuito

i
10’

Q)

Figura 8: Mddulo da resposta em frequéncia do circuito RC passa-alta do
Exemplo 1.13.
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Figura 9: Fase da resposta em frequéncia do circuito RC passa-alta do
Exemplo 1.13.
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Exemplo — Pélos e zeros reais 1

Exemplo 1.14 (Pdlos e zeros reais)
Considere o sistema descrito pela fungdo de transferéncia

H(s) = (sj_ol(;(:_i(i%)oO) - (sj—l) (% ) (m)

As assintotas do mdédulo e M(®) sdo mostrados na Figura 10, e as assintotas da
fase e ¢(w) na Figura 11.
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Exemplo — Pélos e zeros reais 11

60} 4

Figura 10: Médulo da resposta em frequéncia do Exemplo 1.14.
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mplo — Pélos e zeros reais 111

Figura 11: Fase da resposta em frequéncia do Exemplo 1.14.
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emplo — Pdlos e zeros reais IV

Em sistemas lineares, pélos e zeros complexos aparecem sempre em pares
conjugados, justificando o tratamento de médulos de sistemas de segunda ordem
com raizes complexas conjugadas.
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Exemplo — Pélos complexos: sistemas de segunda ordem
subamortecidos I

Exemplo 1.15 (Pdlos complexos: sistemas de segunda ordem subamortecidos)

Considere a funcio de transferéncia de segunda ordem com raizes complexas A; e
A> = A{ dada por

M o
(s—M)(s— X)) s24+2bwps+o2’

H(s) = 0<E<1

com

02 =My ; 28w0,=—(A+A)

As assintotas de mdédulo de baixas e altas frequéncias sdo, respectivamente,

Myg(w)~=0 ; Myg(®w)~ —40logw+40logw,

e, portanto, a frequéncia de corte é W, = ;.
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Exemplo — Pélos complexos: sistemas de segunda ordem
subamortecidos II

As assintotas de fase de baixas e altas frequéncias s3o, respectivamente,

o(w)=0 ; ¢(w)=~ —180 graus

As figuras 12 e 13 mostram o diagrama de Bode para £ =0.1e £ =0.9.
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Exemplo — Pélos complexos: sistemas de segunda ordem
subamortecidos II1

t—o01

_30}-

-40
107

/o,
Figura 12: Médulo da resposta em frequéncia do Exemplo 1.15 para
E=01eé=00.
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Exemplo — Pélos complexos: sistemas de segunda ordem
subamortecidos IV

10'

/o,
Figura 13: Fase da resposta em frequéncia do Exemplo 1.15 para £ =0.1 e
&=0.0.
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Exemplo — Pélos complexos: sistemas de segunda ordem
subamortecidos V

Note que a influéncia do & é determinante na transicdo de uma assintota a outra.
As raizes, computadas em func3o de & e @, sdo dadas por

ZQ*:ll:—éwn"v‘ja)n\/1_§2

As raizes s3o complexas conjugadas com parte real negativa para 0 <& < 1. Para
& — 1, as assintotas de fase poderiam ser unidas por uma reta passando pelos
pontos 0.1w, e 10w,. A aproximacdo mais utilizada considera a transicao
abrupta de 0 a —180 graus na frequéncia de corte @, = @,. Note que, para

O = @,, a fase é igual a —90 graus.

A ocorréncia ou n3o do pico de M(®) depende do pardmetro .

Hio) = = M(a)= o
Iy Y ) T (02 - w?)2+ 4820202

O méaximo de M(w) ocorre na frequéncia @, na qual o denominador passa por
um minimo. Derivando e igualando a zero, tem-se
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Exemplo — Pélos complexos: sistemas de segunda ordem
subamortecidos VI

1
o =wp\/1-282 ©  M(o)= W

Note que o pico no diagrama de médulo existe apenas para £ < 1/\/§z 0.707.
Para valores de & tendendo a zero, M(w;) tende a infinito. Note também no
entanto que, no dominio do tempo, a resposta ao degrau apresenta sobresinal
para valores de £ entre 0 e 1, pois o sobresinal estd associado as raizes complexas.
Por meio de medidas experimentais de resposta em frequéncia é possivel
determinar os valores de @, e M(®,) e com isso identificar os pardmetros & e @y,
do sistema de segunda ordem. Observe ainda que, neste caso, M(0) =1 (0 dB).
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Exemplo — Medidas experimentais |

Exemplo 1.16 (Medidas experimentais)

Considere as medidas experimentais da resposta em frequéncia de um sistema
suposto de segunda ordem, mostradas nas figuras 14 e 15.
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Exemplo — Medidas experimentais 11

) L
10° 10

Figura 14: Médulo da resposta em frequéncia do Exemplo 1.16.
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emplo — Medidas experimentais 111

-120

-140

-160

-180
10

Figura 15: Fase da resposta em frequéncia do Exemplo 1.16.
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Exemplo — Medidas experimentais [V

Por inspecdo do mddulo, observa-se que o sistema é subamortecido. Observe
também que a assintota de alta frequéncia diminui 40 dB por década,
confirmando as caracteristicas de um sistema de segunda ordem com um par de
pdlos complexos conjugados e nenhum zero. Essa caracteristica é confirmada pela
resposta de fase, que vai de 0 a —180 graus.

Do diagrama de mddulo, obtém-se o ganho DC (ganho para baixas frequéncias)
de 6 dB (aproximadamente igual a 2). O pico atinge 12 dB, implicando em um
ganho de 6 dB em relagdo ao ganho DC, isto é, duas vezes o ganho DC.

Da equacgio
1

26\/1-¢&2

M(w,) =
obtém-se £ ~ 0.26.

Do diagrama de fase, obtém-se o valor @, = 8, frequéncia na qual a fase é
—90 graus.
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Exemplo — Medidas experimentais V

A func3o de transferéncia do sistema é dada por

64

H(s)=2—. %
() =22 2165104
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Exemplo 1

Considere

2 1 1 2 2 2
_ s+ 0s + 100 _ s+ Ewps+ of E—05.0,=10
(s+1)(s+100)  (s+1)(s+100)

H(s)
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—40 L I
10

I
o'

Q)

3

Figura 16: Médulo da resposta em frequéncia do Exemplo 1.17.
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Exemplo III

-150 4

Figura 17: Fase da resposta em frequéncia do Exemplo 1.17.
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Exemplo — Compensador avanco ou lead 1

Exemplo 1.18 (Compensador avan¢o ou lead)

Considere o diagrama assintético de médulo de um sistema de fase minima
mostrado na Figura 18.
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Exemplo — Compensador avanco ou lead 11

—10f i
S p
151 / H
e
20 — i
o5 H
30 i i i i
107 107 10° 10' 10° 10°

Figura 18: Diagrama de mddulo do Exemplo 1.18 (compensador avango).
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Exemplo — Compensador avanco ou lead 111

A func3o de transferéncia H(s) pode ser obtida notando-se que o sistema possui
ganho DC igual a —20 dB (0.1), um zero em @ =1 e um pdlo em ® = 10,

resultando em
s+1 1 (s+1\/ 10
H = = —
()= 510 10( 1 )(s+10)

O diagrama assintético de fase é mostrado na Figura 19. Esse sistema,
denominado compensador avanco, é utilizado em cascata com uma planta para
aumentar a fase do conjunto em uma faixa de frequéncia.
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emplo — Compensador avanco ou lead IV

Figura 19: Diagrama de fase do Exemplo 1.18 (compensador avanco).
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Exemplo — Compensador atraso ou lag 1

Exemplo 1.19 (Compensador atraso ou /ag)

Considere o diagrama assintético de fase de um sistema mostrado na Figura 20,
cujo ganho DC é 0 dB (1).
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emplo — Compensador atraso ou lag I1

Figura 20: Diagrama de fase do Exemplo 1.19 (compensador atraso).
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Exemplo — Compensador atraso ou lag I11

O diagrama de mdédulo pode ser obtido notando-se que o sistema possui um pélo
em =1 e um zero em @ = 10, resultando em

s+10 1\ (s+10
H(s)=01-773 _(s+1)< 10 >

O diagrama assintético de médulo é mostrado na Figura 21. Esse sistema,
denominado compensador atraso, é utilizado em cascata com uma planta para
diminuir a fase do conjunto em uma faixa de frequéncia.
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Exemplo — Compensador atraso ou lag IV

Figura 21: Diagrama de médulo do Exemplo 1.19 (compensador atraso).
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Exemplo — Relagao sinal-ruido

Exemplo 1.20 (Relagdo sinal-ruido)

A relag3o sinal-ruido é definida como

v)
— = 20log|a/b|
(N dB

sendo a a amplitude do sinal e b a amplitude do ruido.

Aplicando o sinal x(t) = 100sen(t) contaminado pelo ruido aditivo

w(t) = sen(10t) aos sistemas dos exemplos 1.18 e 1.19, as relacdes sinal-ruido
nas saidas dos sistemas (baseadas nas assintotas) sdo 20 dB e 60 dB,
respectivamente.
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Graficos polares

A resposta em frequéncia H(jw) de sistemas lineares pode ser representada no
plano complexo por coordenadas polares, isto é, médulo e fase parametrizados na
frequéncia . Angulos positivos sdo representados no sentido anti-horario.

Freqiientemente, é mais conveniente determinar as expressoes da parte real e da
parte imagindria da fun¢do de transferéncia para obter o lugar geométrico (grafico
polar) no plano complexo.

Gréficos polares do sistema em malha aberta podem ser utilizados para estudar a
estabilidade do sistema em malha fechada (critério de Nyquist?).

2Harry Nyquist, engenheiro sueco naturalizado americano (1889-1976).
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Exemplo — Zero na origem

Exemplo 1.21 (Zero na origem)

Para k > 0, tem-se
H(s)=ks| = kwexp(jn/2)
s=jo
que é o eixo imaginario positivo, isto é, para @ =0 o mddulo é zero, e para
® — +o0 0 médulo tende para infinito, sempre com fase igual a +90 graus.

Exemplo 1.22 (Pdlo na origem)

Para k > 0, tem-se

k k
H(s)=— = —exp(—jm/2
(9)=3,_,, = 5 or(-in/2)
que é o eixo imaginario negativo, isto é, para @ — 0 o médulo tende a infinito, e
para @ — +oo 0 mddulo tende a zero, sempre com fase igual a —90 graus.
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Propriedade

Propriedade 2

Para sistemas lineares invariantes no tempo com resposta ao impulso real, o lugar
geométrico do diagrama polar de H(s), s = j®, ® € (—e0,+o) & simétrico em
relacdo ao eixo real, isto €,

H(—jw) = H(jo)" = M(o)exp (—j¢(o))

A Figura 22 mostra os lugares geométricos do zero e do pdlo na origem para

e (_°°7+°°)'
AIm Im
>0 w<0
Re Re
=<0 w>0

Resposta em freq EA616 - Andlise Linear de Sistemas 59/71




000000000000000000000000800000

Exemplo — Zero real negativo

Exemplo 1.23 (Zero real negativo)

S} (0]
H =1+— =14+,—
(S) a Wc ls=jo +J (03

O lugar geométrico é uma reta de inclinagdo igual a 90 graus partindo do ponto
1+ 0.
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Exemplo — Pélo real negativo I

Exemplo 1.24 (Pdlo real negativo)

H(s) = ¢ !

T st ocls=jo  1+jo/oc M(@)exp (j¢ (o))

Para @ =0, o médulo vale 1 e a fase 0. Para @ — +c0, 0 médulo tende a 0 e a
fase a —90 graus. Em o = w., tem-se

! _ 1e><( '71:/4)—1 =
1+ 2 P =5705
O lugar geométrico é uma semi-circunferéncia de raio igual a 1/2, pois
1o 2_ (1
(X(@) = 3+ Y(©)? =(3)

com
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Exemplo — Pélo real negativo 11

X(w) = Re(H(jw)) = m ) Y((D) = |m(H(j(J))) = %

comecgando em 140 e terminando na origem, quando @ € [0,4c). De maneira
complementar, para @ de —e até zero, tem-se uma semi-circunferéncia positiva
de raio 1/2 indo de zero até o ponto 1+ /0.

Assim, para k >0, o grafico polar de

Oc
5+ @c
é uma circunferéncia de raio k/2 centrada em k/2+ jO.

H(s)=k
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Exemplo — Pélos complexos 1

Exemplo 1.25 (Pdlos complexos)

Considerando 0 < £ < 1 (pélos complexos), tem-se

2
H = —
(s) s2+2E wps + 2
1 1
(o) . H(+jo)=0ZL—7m , H(jwn) 28~ %2 n/

A Figura 23 mostra o gréfico polar do Exemplo 1.25 para £ =0.1 e £ =0.9.
Observe que o cruzamento com o eixo imaginario ocorre em 1/(2&). Para
sistemas subamortecidos & < v/2/2, o maior valor de M(®) ocorre em @, (veja
Exemplo 1.15), com

1
o =on/1-282 i M(@)= A g™
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Exemplo — Pélos complexos 11

Figura 23: Gréafico polar do Exemplo 1.25 para £ =0.1e £ =0.9.
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Exemplo 1.26

Considere o sistema do tipo 1, isto é, um pdlo em 0

a —a a
H(s) = —— >0 H(jw) = =
(s) s(s+a)’ ? = H{o) a2 + 2 Jw(a2—|—a)2)

Fazendo a andlise para w — 0, tem-se

1 1
nKa = H(ja))z—;—j6

que define uma assintota paralela ao eixo imagindrio cruzando o eixo real em
—1/a.

Para @ — 400, H(jw) — 0.

No ponto w = a, tem-se

Resposta em fre EA616 - Anilise Linear de Sistemas 65/71




000000000000000000000000000800

Exemplo 1I

1 1 V2
—_——j—=——/-1
2 _]2a 2 35 graus

H(ja) =
O diagrama polar poderia ser obtido a partir do diagrama de Bode, fazendo-se
primeiro o diagrama de fase e depois calculando os médulos para valores
relevantes de fase.

No exemplo, H(s) possui um pélo em 0 e um pdlo em a, indicando que a fase
parte de —90 graus e vai até —180 graus, passando em —135 graus na frequéncia
® = a. Os médulos correspondentes s3o +oo, 0 e v/2/2a. A Figura 24 mostra o
diagrama polar para a=1/2.
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Exemplo III

—Re 0 1 2

Figura 24: Gréfico polar do Exemplo 1.26 para a=1/2.
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Exemplo 1

Considere o sistema

a b c .
H(s) =k (s+a> <s—|—b> <s+c> , k,a,b,c positivos

O diagrama polar comega (para @ =0) no ponto (k,0) e termina na origem, com
fase —270 graus. A Figura 25 mostra o diagrama polar para k=1, a=1, b=2e
¢ = 3. Observe que o ganho é aproximadamente 0.1 na fase —180 graus e 0.6 na
fase —90 graus.
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Exemplo 1I

0‘5
Re

Figura 25: Gréfico polar do Exemplo 1.27 para k=1, a=1, b=2e c=3.
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Exemplo — Pélo real positivo I

Exemplo 1.28 (Pdlo real positivo)

O estudo da resposta em frequéncia por diagramas de Bode (médulo e fase)
aplica-se a sistemas lineares estdveis, isto é, funcbes de transferéncia com pdlos
com parte real negativa. No entanto, para o estudo da estabilidade de sistemas
realimentados, as vezes é necessario tragar diagramas polares de sistemas com
pdlos instaveis (parte real positiva). Considere o sistema cuja fungdo de
transferéncia é dada por

Para s = j®, o médulo é idéntico ao do sistema do Exemplo 1.2 (pélo com parte
real negativa), porém a fase vai de —180 (baixa frequéncia, ® < @) a —90 graus
(alta frequéncia, ® > w.), passando por —135 graus em © = (.

Note que

-1

1+ (0/oc)?
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Exemplo — Pélo real positivo 11

e, portanto (veja o Exemplo 1.24) o grafico polar é uma semi-circunferéncia de
raio 0.5 comegando em —1+ jO e terminando na origem quando @ € [0,+o0), com
a correspondente parte complementar quando @ € (—oo,0].

Resposta em freq EA616 - Andlise Linear de Sistemas 71/71




	Aula – Resposta em frequência
	Tópicos

