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Resolugao de Equacoes Diferenciais por Transformada de Lapla

Equac¢des diferenciais lineares a coeficientes constantes podem ser resolvidas, para
t > 0, pela transformada de Laplace. De fato, pela chamada transformada
unilateral de Laplace.

Exemplo 1.1 (Primeira ordem)

Considere a equacdo diferencial

y+y=0, y(0)=1

Portanto

Yot = y(t) = y(0)exp(—t) = exp(—t)

Note que a transformada de Laplace de y(t) ndo € finita para nenhum s e,
portanto, a transformada de Laplace n3o seria um instrumento (til para a
resolucdo de equacdes diferenciais, mesmo as muito simples.
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Resolugao de Equacoes Diferenciais por Transformada de Lapla

Essa dificuldade pode ser superada considerando-se que apenas os valores de y(t)
para t > 0 s3o de interesse, uma vez que a condi¢do inicial é conhecida.

A fungio

y(t) = exp(—t)u(t)
tem transformada de Laplace e coincide com a solugdo para t > 0.
Considere a classe de sinais a direita do zero, isto é, x(t) tais que x(t) =0, t <0,
podendo ou n3o apresentar descontinuidade em t = 0. Por exemplo, os sinais

S(t), u(t) e exp(—t)u(t) pertencem a esta classe de sinais.

Em sinais continuos, x(07) = x(0) = x(0™) e em sinais descontinuos,

x(07) = x(0) # x(07).

Por simplicidade, o limite a esquerda x(07) serd denotado x(0), e o limite a
direita por x(0T).
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Exemplo — Descontinuidade finita

Exemplo 1.2 (Descontinuidade finita)

x1(t) = exp(~t)u(t) , x1(0) =0
Em t =0, x1(t) tem descontinuidade finita, pois x3(07) = 1.

A fungdo

()= [ xa(B)dp = (1-ew(-1)u(t)

é continua e pertence a classe de funcoes a direita.

y1(t) =exp(—t)u(t)+ (1 —exp(—t))S(t) = exp(—t)u(t) = x1(t)
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Exemplo — Descontinuidade infinita

Exemplo 1.3 (Descontinuidade infinita)

xa(t) = exp(—t)u(t) +38(t) , x(0)=0

Em t =0, x2(t) tem descontinuidade infinita.
A fungio

va(t)= [ xa(B)dp = (4-ew(~1))u(t)

n3o é continua, pois y2(0) =0 e y»(0") = 3 (descontinuidade finita). Também
pertence a classe de fun¢des a direita.

y2(t) = exp(—t)u(t) + (4 —exp(—t)) 8(t) = exp(—t)u(t) +38(t) = xx(t)
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Transformada unilateral de Laplace I

Definicdo 1 (Transformada unilateral de Laplace)
Para a classe de fungées a direita do zero, a transformada de Laplace é dada por

o0

LIx()} = /_ :mx(t)exp(—st)dt: /0 () exp(—st) d

e é denominada transformada unilateral de Laplace.

Note que

Zuni{d(t)} = ZLpi{d(1)} =1

para as transformadas bilateral e unilateral, pois a integral que define a
transformada unilateral de Laplace inicia-se em 0 =0".

Note ainda que

Zuni{1} = Zug{u(t)) = 7 . Re(s) >0
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Transformada de Laplace da derivada

Propriedade 1 (Transformada de Laplace da derivada)

LIx(t)} = s L{x(t)} —x(0) , s€Qy

Prova:

R3¢ o dx P d
{x(t)}—/o o exp(—st) t—/o exp(—st)dx
Integrando por partes:

z{%} - X(t)eXp(_st)’:m - /(;+mx(t)(—5)exp(—st)dt

Como Z{x(t)} é finita para s € Q, tem-se tlin x(t)exp(—st) =0

oo
L{x(t)} = 5/0 x(t) exp(—st)dt —x(0) = sX(s) — x(0)

X(s)
O dominio de Z{x(t)} é no minimo igual a €.
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Exemplo

Exemplo 1.4

pois

s2{u(t)} - u(0) = s% —0=1

Note que Q, = Re(s) >0 e Q5 =C, isto é, o dominio da derivada contém o
dominio da fungdo. Assim,

2{5(0)= %5(1‘)} —s_5(0)=s

Generalizando:

dtm

${£6(t)}:5m
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Transformada de Laplace das derivadas

Propriedade 2 (Transformada de Laplace das derivadas)

L{x(1)} = 22 {x(t)} — sx(0) — x(0)

pois
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Transformada de Laplace das derivadas

Propriedade 2 (Transformada de Laplace das derivadas)

L{x(1)} = 22 {x(t)} — sx(0) — x(0)

pois

L{x(t)} = L{y(1)} = sL{y(t)} —y(0) = s.Z{x(t)} —x(0) =
s2.2{x(t)} — sx(0) — x(0)

Genericamente:

g{x(m)(t) _ de(t) } _ smf{x(t)}—mz Sm_k_lX(k)(O)

dtm =0
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Exemplo — Sistema autonomo de primeira ordem

Exemplo 1.5 (Sistema auténomo de primeira ordem)

Considere a equacdo diferencial
y+ay=0, y(0)

Aplicando Laplace, tem-se
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Exemplo — Sistema autonomo de primeira ordem

Exemplo 1.5 (Sistema auténomo de primeira ordem)

Considere a equacdo diferencial
y+ay=0, y(0)

Aplicando Laplace, tem-se

sY(s)—y(0)+aY(s)=0 = Y(s):%

cuja transformada inversa é
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Exemplo — Sistema autonomo de primeira ordem

Exemplo 1.5 (Sistema auténomo de primeira ordem)

Considere a equacdo diferencial
y+ay=0, y(0)

Aplicando Laplace, tem-se

sY(s)—y(0)+aY(s)=0 = Y(s):%

cuja transformada inversa é
y(t) = y(0)exp(—at)u(t)

Note que esse exemplo modela um circuito RC autdnomo, sendo y(t) a tensio
no capacitor e a=1/(RC).
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Exemplo — Resposta ao impulso do circuito RC 1

Exemplo 1.6 (Resposta ao impulso do circuito RC)

Considere o circuito RC descrito na Figura 1, com 7= RC. Cuja equag¢do
diferencial é dada por

RCy+y=x

Figura: Circuito RC.
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Exemplo — Resposta ao impulso do circuito RC 11

A resposta ao impulso pressupde condi¢des iniciais nulas. Para x(t) = 6(t),
tem-se X(s) =1 e, nesse caso, a saida Y(s) é igual a H(s) (fungdo de
transferéncia do circuito).

A func3o de transferéncia e a resposta ao impulso sdo dados por

1/
H(s) = s+1/t

Note que, neste caso, a resposta ao impulso corresponde a solugdo do circuito
auténomo com a condigdo inicial y(0) =1/7.

(1) = el t/T)u(?)

A fungdo de transferéncia da tensdo medida no resistor e a correspondente
resposta ao impulso sdo dadas por

s 1/t 1
Hgr(s) = =1- = h(t)=0(t)— —exp(—t/T)u(t
RO = 5=l e = =80 fer(-t/Iu()
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emplo — Resposta ao impulso do circuito RC III

Observe que a resposta ao impulso pode conter impulsos, associados ao fato do
grau do denominador ser igual ao grau do numerador na funcio de transferéncia
(sistemas préprios).

A transformada de Laplace também pode ser utilizada para fornecer valores

iniciais e finais das solu¢des de equagdes diferenciais, por meio das propriedades
do valor inicial e do valor final.
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Valor inicial I

Propriedade 3 (Valor inicial)

Para X(s) tal que Qy = {s € C: Re(s) > a} com a real, e x(07) — x(0) finito:
0M)=1li t)= lim sX
x(07) = lim x(t)= lim sX(s)
Obs.: s — +oo deve ser entendido como s = 6+ j®, com @ qualquer e 6 — +oo.
pois
dx teo dx
X(5)-x(0) = 2{ %} _/O o exp(—st)dt =

07 dx oo dx
/0 Eexp(—st)dt—&—/0+ Eexp(—st)dt

0" dx teo dx " oo dx
sX(s)—x(O)—/O Edt—&-/m o exp(—st)dt = x(0 )—x(0)+/0+ o exp(—st)dt
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Valor inicial 11

Para s — +oo, a integral / —exp( st)dt vai a zero. Portanto,

lim sX(s)—x(0) = x(07) —x(0) = lim sX(s)= Iir(r)1+x(t)

S—r+oo S5—ro0
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Valor final

Propriedade 4 (Valor final)

Considere x(t) tal que lim;_, 1. x(t) existe (ou seja, € finito), o que implica que
X(s) possui no maximo um pdlo em s =0 e todos os demais com parte real
negativa. Entdo
lim x(t) = lim sX(s
t—+oo ( ) s—0 ( )

pois

sX(s) = x(0) = g{%} _ /0+°° % exp(—st)d

oo dx
:>IimsXs—XO:/ —dt= lim x(t)—x(0
50 (s) ©) o dt t—+oo (t) ©)
A transformada inversa de Laplace é uma integral complexa que pode ser
calculada usando-se técnicas de residuo. Entretanto, no caso de fungdes X(s)
racionais, o cOmputo pode ser feito por decomposicdo em fragcdes parciais.
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Exemplo — Resposta ao degrau do circuito RC 1

Exemplo 1.7 (Resposta ao degrau do circuito RC)

Considere o circuito RC descrito na Figura 1, com 7= RC e fungdo de
transferéncia dada por

1/7
H =
(s) s+1/t
Para a entrada x(t) = u(t),
1 1/t
Y(s)=H(s)- = ——F—
(s) (s)s s(s+1/7)
Expandindo em fragdes parciais, tem-se
1/t 1 1
Y = = — —
)= o310~ s st

resultando na resposta ao degrau dada por
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Exemplo — Resposta ao degrau do circuito RC 11

y(t) = (1—exp(—t/7))u(t)

Observe que y(t) atinge aproximadamente 63% do valor final decorrido t =17 e
95% para t = 37, sendo T denominado constante de tempo do sistema.

Para t € [0, 7] tem-se

y(t)~~

e essa aproximacgdo é usada experimentalmente para a medida da constante de
tempo de sistemas de primeira ordem.

A solucdo de regime é dada por

Jim_y(t)=1

pois o ganho DC é unitario. Note que, pelo teorema do valor final
(Propriedade 4), tem-se
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Exemplo — Resposta ao degrau do circuito RC 111

lim_y(t) = lim sY(s) = H(0) = 1

t—+oo
A resposta ao degrau para a fun¢do de transferéncia da tensdo medida no resistor
é dada por

Yr(s) = ﬁ

e, em regime, yr(t) — 0.

= yr(t) =exp(—t/7)u(t)

Resumindo, tem-se

1/t [ 0 inicial s-— 4o
SY(S)_5+1/T_{ 1 final s—0

s | 1 inicial s-— 4o
sYR(S)_H—I/T_{ 0 final s—0
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Exemplo — Circuito RC excitado por exponencial

Exemplo 1.8 (Circuito RC excitado por exponencial)

Considere o circuito RC da Figura 1 com 7 = RC, excitado pela entrada
x(t) = exp(—t)u(t) e condi¢io inicial nula.

Para 7 # 1, tem-se

Y(s) = (si/lr/f) (5i1) - s+al/7: + sil

1
b=-a=13

e, portanto,

y(8) = 2 (el /1)~ exp(~1) ) u(t)

Para 7 =1, tem-se

Y(s)= (s—|1—1> (s—|1—1) - (s—:l)2

y(t) = texp(—t)u(t)
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Exemplo — Resposta ao impulso — sistema instavel

Exemplo 1.9 (Resposta ao impulso — sistema instavel)

A transformada de Laplace da resposta ao impulso do sistema descrito pela
equacio diferencial

y=y-2y=-3x , (p+1)(p—2)y=-3x

é dada por
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Exemplo — Resposta ao impulso — sistema instavel

Exemplo 1.9 (Resposta ao impulso — sistema instavel)

A transformada de Laplace da resposta ao impulso do sistema descrito pela
equacio diferencial

y=y-2y=-3x , (p+1)(p—2)y=-3x

é dada por

-3 1 1
HS) = 3D=2) ~s+1 s-2

Portanto,
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Exemplo — Resposta ao impulso — sistema instavel

Exemplo 1.9 (Resposta ao impulso — sistema instavel)

A transformada de Laplace da resposta ao impulso do sistema descrito pela
equacio diferencial

y=y-2y=-3x , (p+1)(p—2)y=-3x

é dada por

-3 1 1
HS) = 3D=2) ~s+1 s-2

Portanto,
h(t) = (exp(—t) —exp(2t)) u(t)

Note que lims_,0sH(s) = 0 n3o corresponde ao valor h(+4cc) pois
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Exemplo — Resposta ao impulso — sistema instavel

Exemplo 1.9 (Resposta ao impulso — sistema instavel)

A transformada de Laplace da resposta ao impulso do sistema descrito pela
equacio diferencial

y=y-2y=-3x , (p+1)(p—2)y=-3x

é dada por

-3 1 1
HS) = 3D=2) ~s+1 s-2

Portanto,
h(t) = (exp(—t) —exp(2t)) u(t)

Note que lims_,0sH(s) = 0 ndo corresponde ao valor h(+o0) pois uma das raizes
da equagdo caracteristica é positiva (sistema instdvel). No entanto, o valor inicial
h(0T) pode ser calculado por lims_ 1« sH(s) = 0.
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Exemplo — Sistema autonomo de segunda ordem

Exemplo 1.10 (Sistema auténomo de segunda ordem)

Considere o sistema dado por

(P° +280pp+ @;)y(t) =0 , y(0)=a>0, y(0)=0

com @, >0 e 0<& <1 (raizes complexas conjugadas).

A transformada de Laplace .Z{y(t)} = Y(s) é dada por

_ 2alw,+as
T 2428 wps+ w2

Y (s)
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Exemplo — Sistema autonomo de segunda ordem

Exemplo 1.10 (Sistema auténomo de segunda ordem)

Considere o sistema dado por

(P° +280pp+ @;)y(t) =0 , y(0)=a>0, y(0)=0

com @, >0 e 0<& <1 (raizes complexas conjugadas).

A transformada de Laplace .Z{y(t)} = Y(s) é dada por

2a5w, + as
Y$)= 5> SO >
s2+2Ewps+ w?
Completando o quadrado e colocando na forma padrio para transformada inversa
de seno e cosseno, tem-se

s+&o,
(s+Ewn)?+ w3

5 /
a=a [)’:‘317_52 L 0= 0p/1—E2
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Exemplo — Sistema autonomo de segunda ordem

resultando em

y(t) = aexp(~Eont)  cos(wgt) + \/%sen(wdt)) u(t)

Note que, para £ =0 (sistema sem amortecimento), a resposta é dada por
y(t) = acos(wpt). Note também que a envoltéria da solugdo comporta-se como
um sistema de primeira ordem cuja constante de tempo é

1

T=
Ewn
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Exemplo — Péndulo linearizado I

Exemplo 1.11 (Péndulo linearizado)

A equacio diferencial linear que descreve o movimento do péndulo em torno de
y(t) =0 é dada por

mly = —mgseny — mby

Linearizando, tem-se

(2+ %p+ )y =0

Portanto,

_ /g _b __b_
w,,_\/; , 2§w,,_£ = 5—2\/@

Observe que, se b=0 (pé&ndulo ndo amortecido), o periodo de oscilagdo é dado
por
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Exemplo — Péndulo linearizado I1

T=2rn é
-4

Essa expressio foi obtida experimentalmente por Galileo Galileil.

LGalileo Galilei, matemético italiano do século XVI.
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Resposta a entrada nula e resposta as condicoes iniciais nulas

Propriedade 5 (Resposta a entrada nula e resposta as condi¢des iniciais nulas)

A resposta de um sistema linear invariante no tempo descrito por

D(p)y(t)=x(t) ; y(0),5(0),...,y'"(0)

pode ser decomposta em resposta a entrada nula e resposta as condigoes iniciais
nulas, pois
Y(s)=H(s)X(s)+I(s)

sendo I(s) a parcela devida as condicées iniciais.

Note que as condicdes iniciais ndo nulas em x(t) também devem ser consideradas
no cémputo da solucdo sempre que N(p) for de grau maior ou igual a1l e

x(t) #0.
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Exemplo

Exemplo 1.12

Considere o circuito RC da Figura 1 com 7 = RC =1, excitado pela entrada
x(t) = cos(t)u(t) e condi¢do inicial y(0).

Y(s) = =5 X(9)+ —7¥(0)
——
H(s)
Portanto,
Y(s)= s y(0) _

(s+1)(s2+1) +s+1 o
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Exemplo

Exemplo 1.12

Considere o circuito RC da Figura 1 com 7 = RC =1, excitado pela entrada
x(t) = cos(t)u(t) e condi¢do inicial y(0).

Y(s) = =5 X(9)+ —7¥(0)
——
H(s)
Portanto,
s y(0)  y(0)—-1/2 1s+1
()= (s+1)(s2+1)+s+1_ st1 129841

y(£) = ((v(0) - 1/2)exp(—t)—|—%cos(t)—|— %sen(t))u(t)
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Exemplo (continuagao)

Note que a resposta y(t) contém termos transitérios devido a entrada e devido a
condig3o inicial y(0). Note ainda que, no exemplo, a condi¢go inicial y(0) =1/2
anula o transitério. Nesse caso, a solugdo é a prdpria resposta de regime
permanente, dada por

yreg(t) = (% cos(t)+ %sen(t)) u(t)

que é igual a solucdo forcada para t > 0. De fato, para a entrada x(t) = cos(t) a

solucdo forcada poderia ser obtida diretamente

= cos(t—m/4) = 1cos(t) + 1sen(t)

ye(8) = [H(9)], s cos(e + 2H(3)] ) = 75 5 ;
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Resposta ao impulso de sistema estavel

Propriedade 6 (Resposta ao impulso de sistema estavel)

A resposta ao impulso de um sistema linear invariante no tempo racional
estritamente préprio (grau do numerador menor que o do denominador) com
polos de parte real negativa e fungdo de transferéncia

€ transitoria, ou seja, esvanece com o tempo

lim h(t)=0

t—+oo

Como s =0 pertence a Qp, (pdlos de parte real negativa), tem-se

lim h(t) = li =
(L A0 = () =0

o que qualifica o comportamento de h(t) como assintoticamente estavel.
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Resposta ao degrau de sistema estavel

Propriedade 7 (Resposta ao degrau de sistema estavel)

A resposta de um sistema linear invariante no tempo racional estritamente proprio
com pdlos de parte real negativa excitado por um degrau com fung¢do de
transferéncia

€é dada por
y(t) = H(0)u(t) +transitdrio
W
regime
pois
Y(s) = His) == 'LV;((SS)) . a=H(0)

Note que a saida em regime é também um degrau, com a mesma amplitude da
entrada se H(0) = 1.
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Resposta a rampa de sistema estével

Propriedade 8 (Resposta a rampa de sistema estavel)

A resposta de um sistema linear invariante no tempo racional estritamente proprio

com pdlos de parte real negativa excitado por uma rampa com funcdo de

transferéncia H(s) = ggzg € dada por é dada por

y(t) = H(0)tu(t) + H(0)u(t) +transitdrio

regime
A propriedade pode ser verificada notando-se que
H(s) a b Ni(s)

Y(s)= 2 2's D(s)

com

d
a=H() |, b—gH(s)S:0

resultando em y(t) = H(0)tu(t) + H(0)u(t) + transitério

Note que a saida em regime é também uma rampa, com a mesma inclinagdo se
H(0) =1 e, além disso, de mesmo valor se H(0) = 0.
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Exemplo — Resposta ao degrau e a rampa

Exemplo 1.13 (Resposta ao degrau e a rampa)

Um sistema de primeira ordem dado por
a

H(s) = s+a

com a > 0 segue uma entrada em degrau. Note que esse sistema ndo segue a
entrada x(t) = tu(t) em regime com erro nulo, pois H(0) =1 mas
H(0)=-1/a#0.

Um sistema de segunda ordem dado por

_ as+b
~ s2tas+b
com a> 0 e b> 0 segue as entradas degrau e rampa com erro de regime nulo.

H(s)
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Resposta a parabola de sistema estavel

Propriedade 9 (Resposta a parabola de sistema estével)

A resposta de um sistema linear invariante no tempo racional estritamente proprio
com pdlos de parte real negativa excitado por uma pardabola com fungdo de
transferéncia

N(s) t2 1
H(s) = t)=—u(t) = X(s)==
()=pg » XD=7u0) >X6)=
é dada por
e : 1. .
y(t) = H(0) 5 u(t)+H(0)tu(t) + 5 H(0)u(t) +transitério
regime
pois
H(s) a b ¢ Ny(s)
Y = —— = — - =
(s) s3 gt D(s)’ om
d 1 d?
= H(0 b=—H =——5H
2=HO) sy = 32g2M6)
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emplo — Resposta a pardbola

Exemplo 1.14 (Resposta a pardbola)

Um sistema de terceira ordem dado por

as?+ bs+c
H(s)= 3 )
s>+asc+bs+c
com raizes estaveis segue as entradas degrau, rampa e parabola com erro de
regime nulo.
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